
Çàïèñêè îò ëåêöèèòå ïî½Ìàòåìàòè÷åñêè ìåòîäè â èíæåíåðíèòå èçñëåäâàíèÿ“çà ñïåöèàëíîñò ½Òðàíñïîðòíà òåõíèêà“ÎÊÑ ½Ìàãèñòúð“ ×ÈÑËÅÍÈ ÌÅÒÎÄÈîò äîö. ä-ð �óìåí Óëó÷åâ�1. ��ÅØÊÈ1. �ðåøêè ïðè ÷èñëåíèòå ïðåñìÿòàíèÿ.Îáèêíîâåíî â ïðàêòèêàòà ïî÷òè íèêîãà íå ðàáîòèì ñ òî÷íèòå ñòîé-íîñòè íà âåëè÷èíèòå. Áèëî ïîðàäè íåòî÷íîñòè â èçìåðâàíåòî, áèëî ïî-ðàäè ñëó÷àéíè ãðåøêè èëè äðóãè ïðè÷èíè, âìåñòî ñ òî÷íàòà ñòîéíîñò
x íèå ñè ñëóæèì ñ íÿêàêâî íåéíî ïðèáëèæåíèå x∗. Ìíîãî ÷åñòî òîâàíå å �àòàëíî çà íàøèòå èçñëåäâàíèÿ. Âñå ïàê, íèå òðÿáâà äà äúðæèìñìåòêà çà ãðåøêàòà r = x − x∗ êîÿòî ïðàâèì. Êîëêîòî ïî-ñëîæíè ñàèç÷èñëåíèÿòà, â êîèòî èçïîëçâàìå ïðèáëèæåíàòà ñòîéíîñò âìåñòî òî÷-íàòà, òîëêîâà ïî-ãîëÿìî âëèÿíèå ìîæå äà îêàæå òîâà âúðõó êðàéíèÿðåçóëòàò.Àíàëîãè÷åí å�åêò ìîæå äà ñå ïîëó÷è ïðè ãðåøêè îò çàêðúãëÿâà-íå ïðè ïîñëåäîâàòåëíè êîìïþòúðíè èç÷èñëåíèÿ, êúäåòî ãðåøêàòà ñëåäâñåêè öèêúë ïðåñìÿòàíèÿ ñå íàòðóïâà. Òúé êàòî ðåàëíèòå ÷èñëà, ñ êî-èòî èçâúðøâàìå òåçè ïðåñìÿòàíèÿ, ñå ½ïîìíÿò“ îò êîìïþòúðà ñ êðàåíáðîé öè�ðè, å ÿñíî, ÷å ãðåøêèòå îò òàêúâ âèä íå ìîãàò äà áúäàò èç-áåãíàòè. Ïðè óìíîæàâàíå ñ ãîëåìè ÷èñëà íàòðóïâàíåòî íà ãðåøêè îòçàêðúãëÿâàíå ìîæå äà äîâåäå äî íåî÷àêâàíè ðåçóëòàòè, òâúðäå äàëå÷îò èñòèíñêèòå.Íåêà x∗ å åäíî ïðèáëèæåíèå íà ÷èñëîòî x (êîåòî ùå áåëåæèì ñ
x∗ ≈ x). Âåëè÷èíàòà

A(x∗) = |x− x∗|ñå íàðè÷à àáñîëþòíà ãðåøêà íà òîâà ïðèáëèæåíèå.
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Ïðèìåð 1.1. Àêî x∗ ≈ x è y∗ ≈ y, äà îöåíèì àáñîëþòíàòà ãðåøêàíà ñóìàòà:
A(x∗ + y∗) = |(x+ y) − (x∗ + y∗)| = |(x− x∗) + (y − y∗)|

≤ |x− x∗| + |y − y∗| = A(x∗) +A(y∗) ,ò.å. A(x∗ + y∗) ≤ A(x∗) +A(y∗).Ïðèìåð 1.2. Íåêà �óíêöèÿòà f(x, y) å äè�åðåíöèðóåìà, x∗ ≈ x è
y∗ ≈ y. Äà îöåíèì àáñîëþòíàòà ãðåøêà íà ñòîéíîñòòà f(x∗, y∗).Èçïîëçâàìå �îðìóëàòà íà Òåéëîð, êàòî ïðåíåáðåãâàìå îñòàòú÷íèÿ÷ëåí

f(x, y) − f(x∗, y∗) = (x− x∗)
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.Àáñîëþòíàòà ãðåøêà íå äàâà ïðåäñòàâà çà çíà÷èìîñòòà íà íàïðàâå-íàòà ãðåøêà. �ðåøêà â ðàäèóñà îò 0,1ìì íå áè áèëà îò ãîëÿìî çíà÷åíèåçà êîëåëîòî íà òðàêòîð íàïðèìåð, íî ñúñ ñèãóðíîñò å ñúùåñòâåíà, àêîñòàâà äóìà çà çúáíî êîëåëöå íà ìåõàíè÷åí ÷àñîâíèê. Åòà çàùî, ùå âú-âåäåì åäíà äðóãà ìÿðêà çà ãðåøêàòà. ×èñëîòî
B(x∗) =

|x− x∗|
|x∗|ñå íàðè÷à îòíîñèòåëíà ãðåøêà íà ïðèáëèæåíèåòî x∗.2. �àçñòîÿíèå ìåæäó �óíêöèè.Â ðàçãëåæäàíèÿòà ïî-íàòàòúê ÷åñòî ùå àïðîêñèìèðàìå (ïðèáëèæà-âàìå) åäíà �óíêöèÿ f ñ äðóãà, îáèêíîâåíî ïî-ïðîñòà, f∗. Çà äà ïðåäïî-÷åòåì åäíî ïðèáëèæåíèå ïðåä äðóãî, òðÿáâà äà ìîæåì äà ãè ñðàâíÿâàìå.Ïî-òî÷íî, ùå âúâåäåì ìÿðêà, çà ãðåøêàòà R = f−f∗ ìåæäó �óíêöèÿòà2



f è íåéíîòî ïðèáëèæåíèå. Òîãàâà êîëêîòî ïî-ìàëêà å ãðåøêàòà, òîëêî-âà ïî-äîáðî ùå áúäå ïðèáëèæåíèåòî. Âçèìàéêè ïðåäâèä ñòîéíîñòèòåíà ãðåøêàòà âúâ âñÿêà òî÷êà îò ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë, ùå äå�èíè-ðàìå ïîíÿòèåòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó �óíêöèè, êàòî îáîáùåíà ìÿðêà çàãðåøêàòà f − f∗.Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè â èíòåðâàëà [a, b] �óíêöèè ùåîçíà÷àâàìå ñ C[a, b]. Òîâà ìíîæåñòâî å ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî îòíîñíîîïåðàöèèòå ñúáèðàíå íà �óíêöèè è óìíîæàâàíå íà �óíêöèÿ ñ ÷èñëî.Îïðåäåëåíèå. Íåêà f, f∗ ∈ C[a, b]. Âåëè÷èíàòà
‖f − f∗‖ := max

x∈[a,b]
|f(x) − f∗(x)|ñå íàðè÷à ðàâíîìåðíî ðàçñòîÿíèå ìåæäó �óíêöèèòå f è f∗ â ïðîñòðàí-ñòâîòî C[a, b].�åîìåòðè÷åñêèÿò ñìèñúë íà òàêà äå�èíèðàíîòî ðàçñòîÿíèå ìîæå äàñå âèäè íà �èã. 1.1.
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Ôèãóðà 1.1Ïðèìåð 1.3. Ôóíêöèèòå f(x) = sinx è f∗(x) = 0 ñà íåïðåêúñíàòè â
[0, π], ò.å. f, f∗ ∈ C[0, π]. Çà ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó òÿõ èìàìå
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| sinx| = 1 .Ïðèìåð 1.4. Ôóíêöèèòå g(x) = x2 è g∗(x) = x ñà íåïðåêúñíàòè âèíòåðâàëà [0, 1], ò.å. g, g∗ ∈ C[0, 1]. Èçñëåäâàéêè çà åêñòðåìóìè ãðåøêàòà
R(x) = x2 − x, çà ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó g è g∗ íàìèðàìå
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Îñâåí ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå, ñå èçïîëçâàò è ò.íàð. èíòåãðàëíèðàçñòîÿíèÿ. Äà îçíà÷èì ñ Lp[a, b] ïðîñòðàíñòâîòî îò �óíêöèè f , òàêèâà÷å |f |p å èíòåãðóåìà â èíòåðâàëà [a, b].Îïðåäåëåíèå. Íåêà f, f∗ ∈ Lp[a, b]. Âåëè÷èíàòà
‖f − f∗‖p :=

(

∫ b

a

|f(x) − f∗(x)|pdx
)1/pñå íàðè÷à Lp-ðàçñòîÿíèå ìåæäó �óíêöèèòå f è f∗ â ïðîñòðàíñòâîòî

Lp[a, b].Áåç äà ñå ñïèðàìå ïîäðîáíî íà ñâîéñòâàòà íà òåçè ïðîñòðàíñòâà, ùåñïîìåíåì, ÷å íàé-èíòåðåñíè ñà ñëó÷àèòå p = 1 è p = 2.Íàïðèìåð, L1-ðàçñòîÿíèåòî
‖f − f∗‖1 :=

∫ b

a

|f(x) − f∗(x)|dxèìà ÿñåí ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë � ëèöåòî íà �èãóðàòà, îãðàäåíà îò ãðà-�èêèòå íà �óíêöèèòå f , f∗ è ïðàâèòå ñ óðàâíåíèÿ x− a = 0, x− b = 0(�èã. 1.2).
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‖f − f∗‖2 :=

√

∫ b

a

|f(x) − f∗(x)|2dx ,èçâåñòíî îùå êàòî ñðåäíîêâàäðàòè÷íî ðàçñòîÿíèå.4



Ïðèìåð 1.5. Äà ïðåñìåòíåì L1- è L2-ðàçñòîÿíèÿòà çà èíòåðâàëà
[0, 1] ìåæäó �óíêöèèòå g(x) = x2 è g∗(x) = x .Èìàìå

‖g − g∗‖1 :=
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∫ 1

0

(−x2 + x) dx =
1

6
,

‖g − g∗‖2 :=

√

∫ 1

0

|x2 − x|2 dx =

√

∫ 1

0

(x4 − 2x3 + x2) dx =
1√
30

.3. Îçíà÷åíèÿòà O(hn) è o(hn).Íåêà ñà äàäåíè òî÷êè x0, x1, . . . , xn âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà. Ùå êàçâà-ìå, ÷å òîâà ñà ðàâíîîòäàëå÷åíè âúçëè, àêî xk = x0 + kh, k = 0, 1, . . . , n,çà íÿêàêâî h > 0. ×èñëîòî h ùå íàðè÷àìå ñòúïêà íà ìðåæàòà îò âúçëè.Âñúùíîñò, çà ðàâíîòäàëå÷åíèòå âúçëè ðàçñòîÿíèåòî ìåæäó âñåêè äâàñúñåäíè âúçåëà å ðàâíî íà ñòúïêàòà.Ïðåäâèä òîâà, ÷å îáèêíîâåíî â èçñëåäâàíèÿòà ñå èçïîëçâàò ðàâíîîò-äàëå÷åíè âúçëè, ùå âúâåäåì äâå îçíà÷åíèÿ êîèòî ùå íè äàâàò ïðåäñòàâàçà ïîðÿäúêà íà ãðåøêàòà â ðàçëè÷íèòå ìåòîäè, â çàâèñèìîñò îò ñòúïêàòà
h íà ðàâíîîòäàëå÷åíèòå âúçëè.Îïðåäåëåíèå. Íåêà n ∈ N. Ïîä O(hn) (÷åòåì: ½î ãîëÿìî îò hn“)ùå ðàçáèðàìå êîÿ äà å �óíêöèÿ ϕ(h), òàêàâà ÷å

lim
h→0

ϕ(h)

hn
= C , C = const., C 6= 0 .Ìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å çà äîñòàòú÷íî ìàëêè h èìàìå O(hn) ≈ C hn,çà íÿêàêâà êîíñòàíòà C 6= 0.Ïðèìåð 1.6. Ôóíêöèÿòà f(h) = 3h5 å îò ïîðÿäúêà íà O(h5), çàùîòî

lim
h→0

3h5

h5
= 3 .Çà �óíêöèÿòà g(h) = 7h2 cosh ìîæåì äà çàïèøåì, ÷å g(h) = O(h2),òúé êàòî

lim
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7h2 cosh

h2
= lim

h→0
7 cosh = 7 .5



Îïðåäåëåíèå. Íåêà n ∈ N. Ïîä o(hn) (÷åòåì: ½î ìàëêî îò hn“) ùåðàçáèðàìå êîÿ äà å �óíêöèÿ ψ(h), òàêàâà ÷å
lim
h→0

ψ(h)

hn
= 0 .Ò.å., o(hn) êëîíè êúì 0 ïî-áúðçî îò hn ïðè t→ 0.Ïðèìåð 1.7. Ôóíêöèÿòà f(h) = 4,3h7/2 å îò ïîðÿäúêà íà o(h3),ïîíåæå

lim
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4,3h7/2

h3
= lim

h→0
4,3

√
h = 0 .Çà �óíêöèÿòà g(h) = 5h4 tg h ìîæåì äà çàïèøåì, ÷å g(h) = o(h4),çàùîòî

lim
h→0

5h4 tg h

h4
= lim

h→0
5 tg h = 0 .�2. ÈÍÒÅ�ÏÎËÀÖÈÎÍÍÀ ÇÀÄÀ×À ÍÀ ËÀ��ÀÍÆ ÇÀÀË�ÅÁ�È×ÍÈ ÏÎËÈÍÎÌÈ1. Ïîñòàíîâêà íà çàäà÷àòà.Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å â íàøèòå èçñëåäâàíèÿ èñêàìå äà íàìåðèì ÿâíàçàâèñèìîñò íà äàäåí ïàðàìåòúð f â çàâèñèìîñò îò äðóã x. Ñòîéíîñòèòåíà f ìîæåì äà îò÷èòàìå ïî íÿêàêúâ íà÷èí â òî÷êèòå xi. Ìàêàð äàíå çíàåì òî÷íàòà àíàëèòè÷íà çàâèñèìîñò f = f(x), êàê äà íàìåðèìñðàâíèòåëíî ïðîñòà �óíêöèÿ ϕ(x), êîÿòî äà èìà ñúùèòå ñòîéíîñòè êàòîíåèçâåñòíàòà çà íàñ �óíêöèÿ f â òî÷êèòå xi ?Äî àíàëîãè÷íà çàäà÷à ìîæåì äà ñòèãíåì, àêî âìåñòî èçâåñòíàòà, íîñëîæíà è òðóäíî ïîääàâàùà ñå íà èçñëåäâàíå �óíêöèÿ f(x) èñêàìå äàðàáîòèì ñ ïî-ïðîñòà ϕ(x), êàòî óñëîâèåòî å ϕ äà ïðèåìà ñúùèòå ñòîé-íîñòè êàòî f â îïðåäåëåíè òî÷êè.Îáèêíîâåíî �óíêöèÿòà ϕ(x) å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì, ðàöèîíàëíà �óí-êöèÿ, òðèãîíîìåòðè÷åí ïîëèíîì, è ò.í. Â êîé îò �óíêöèîíàëíèòå êëà-ñîâå ùå òúðñèì ϕ(x) çàâèñè îò �èçè÷åñêàòà ñúùíîñò íà íàøèòå èçñëåä-âàíèÿ èëè îò òî÷íîñòòà, êîÿòî ìîæåì äà ïîñòèãíåì ñúñ ñúîòâåòíèòåìåòîäè. Êîëè÷åñòâîòî è ïîâåäåíèåòî íà îò÷åòåíèòå äàííè ñúùî ìîæåäà íè íàñî÷è êúì êîíêðåòåí êëàñ îò �óíêöèè.Ñëåä òåçè ïî-îáùè ðàçñúæäåíèÿ äà ïðåöèçèðàìå çàäà÷àòà îò ìàòå-ìàòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà. 6



Íåêà ñà äàäåíè ñòîéíîñòèòå f0, f1, . . . , fn íà �óíêöèÿòà f(x) â òî÷-êèòå x0 < x1 < · · · < xn, ò.å. çíàåì fi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n. Òúðñèì�óíêöèÿ ϕ îò îïðåäåëåí êëàñ �óíêöèè Φ, òàêàâà ÷å
ϕ(xi) = fi , i = 0, 1, . . . , n . (2.1)Òàêà �îðìóëèðàíàòà çàäà÷à ñå íàðè÷à èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à íàËàãðàíæ. �àçëè÷íèòå òî÷êè x0, x1, . . . , xn ñå íàðè÷àò èíòåðïîëàöèîííèâúçëè, óñëîâèÿòà (2.1) ñå íàðè÷àò èíòåðïîëàöèîííè óñëîâèÿ, à ϕ(x) �èíòåðïîëèðàùà �óíêöèÿ èëè íàêðàòêî èíòåðïîëàíò.Ùå ðàçãëåäàìå ïîäðîáíî ñëó÷àÿ, êîãàòî èíòåðïîëàíòúò å àëãåáðè-÷åí ïîëèíîì. Ñ Pn ùå áåëåæèì ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè àëãåáðè÷íèïîëèíîìè ñ ðåàëíè êîå�èöèåíòè îò ñòåïåí íàé-ìíîãî n, ò.å.

Pn := {p(x) : p(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an−1x+ an} .Äà îòáåëåæèì, ÷å åäèí ïîëèíîì îò Pn å îïðåäåëåí, àêî ñà èçâåñòíèíåãîâèòå n+ 1 êîå�èöèåíòà, à çà äà îïðåäåëèì åäíîçíà÷íî òåçè êîå�è-öèåíòè ñà íè íåîáõîäèìè n+ 1 óñëîâèÿ.Èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à íà Ëàãðàíæ çà àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè ñå�îðìóëèðà êàêòî ñëåäâà. Ïðè äàäåíè èíòåðïîëàöèîíè âúçëè x0 < x1 <
· · · < xn è ñòîéíîñòè f0, f1, . . . , fn äà ñå íàìåðè ïîëèíîì p ∈ Pn, òàêúâ÷å

p(xi) = fi , i = 0, 1, . . . , n . (2.2)�åîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òàçè çàäà÷à å ñëåäíèÿò: ïðåç òî÷êèòå ñ êî-îðäèíàòè (x0, f0), (x1, f1), . . . , (xn, fn) â ðàâíèíàòà äà ñå ïðåêàðà êðèâà,ÿâÿâàùà ñå ãðà�èêà íà ïîëèíîì îò ñòåïåí n.Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà îòãîâîð íà âúïðîñèòå çà ñúùåñòâóâàíå èåäèíñòâåíîñò íà ïîëèíîìèàëíèÿ èíòåðïîëàíò.Òåîðåìà 2.1. Ïðè âñåêè èçáîð íà âúçëèòå x0 < x1 < · · · < xn èñòîéíîñòèòå f0, f1, . . . , fn ñúùåñòâóâà è òî åäèíñòâåí ïîëèíîì p ∈ Pn,óäîâëåòâîðÿâàù èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ (2.2).2. Ôîðìóëà íà Ëàãðàíæ.Òóê ùå äàäåì åäíî ðåøåíèå íà çàäà÷àòà (2.2).Íåêà ñà äàäåíè òî÷êè x0 < x1 < · · · < xn è ñòîéíîñòè f0, f1, . . . , fn.Ïîëèíîìèòå îò ñòåïåí n
ℓk(x) =

n
∏

j=0
j 6=k

x− xj

xk − xj
, k = 0, 1, . . . , n , (2.3)7



ñå íàðè÷àò áàçèñíè ïîëèíîìè íà Ëàãðàíæ çà äàäåíèòå âúçëè. Çà ñòîé-íîñòèòå èì â èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè èìàìå
ℓk(xi) =

{

0 , i 6= k

1 , i = k
. (2.4)Äà êîíñòðóèðàìå ñëåäíèÿ ïîëèíîì:

Ln(f ;x) =
n
∑

k=0

fkℓk(x) =
n
∑

k=0

fk

n
∏

j=0
j 6=k

x− xj

xk − xj
. (2.5)Êàòî èçïîëçâàìå (2.4) ëåñíî ñúîáðàçÿâàìå, ÷å ïîëèíîìúò Ln(f ;x)óäîâëåòâîðÿâà èíòåðïîëàöèîííèòå óñëîâèÿ (2.2) è ñëåäîâàòåëíî å ðå-øåíèå íà çàäà÷àòà íà Ëàãðàíæ. Íàèñòèíà,

Ln(f ;xj) = f0ℓ0(xj) + · · · + fj−1ℓj−1(xj) + fjℓj(xj) +

+ fj+1ℓj+1(xj) + · · · + fnℓn(xj) =

= 0 + · · · + 0 + fj . 1 + 0 + · · · + 0 = fj .Ôîðìóëàòà (2.5) ñå íàðè÷à �îðìóëà íà Ëàãðàíæ. Ïîðàäè �àêòà, ÷å òà-çè �îðìóëà ñå èçïîëçâà íàé-÷åñòî êîãàòî n = 1, 2, 3, ùå äàäåì ÿâíèòå�îðìóëè â òåçè ñëó÷àè.Ïðè n = 1 èìàìå äâà âúçåëà x0 < x1 è äâå äàäåíè ñòîéíîñòè f0, f1;
L1(f ;x) = f0

x− x1

x0 − x1
+ f1

x− x0

x1 − x0
.Ïðè n = 2 èìàìå x0 < x1 < x2 è òðè äàäåíè ñòîéíîñòè f0, f1, f2;

L2(f ;x) =f0
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
+ f1

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
+

+ f2
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
.Â ñëó÷àÿ, êîãàòî n = 3 èìàìå x0 < x1 < x2 < x3 è ÷åòèðè äàäåíèñòîéíîñòè f0, f1, f2, f3. Òîãàâà

L3(f ;x) = f0
(x− x1)(x− x2)(x− x3)

(x0− x1)(x0− x2)(x0− x3)
+f1

(x− x0)(x− x2)(x− x3)

(x1− x0)(x1− x2)(x1− x3)
+

+ f2
(x− x0)(x− x1)(x− x3)

(x2− x0)(x2− x1)(x2− x3)
+ f3

(x− x0)(x− x1)(x− x2)

(x3− x0)(x3− x1)(x3− x2)
.8



Ïðèìåð 2.1. Äà ñå íàìåðè èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì íà Ëàã-ðàíæ, êîéòî âúâ âúçëèòå x0 = −1, x1 = 1, x2 = 2 ïðèåìà ñòîéíîñòè,ñúîòâåòíî f0 = 2, f1 = 4, f2 = 8.Çàìåñòâàìå âúâ �îðìóëàòà çà ñëó÷àÿ n = 2:
L2(f ;x) = 2

(x− 1)(x− 2)

(−1 − 1)(−1 − 2)
+ 4

(x+ 1)(x− 2)

(1 + 1)(1 − 2)
+ 8

(x+ 1)(x− 1)

(2 + 1)(2 − 1)
=

= 2
x2 − 3x+ 2

6
+ 4

x2 − x− 2

−2
+ 8

x2 − 1

3
= x2 + x+ 2 .Íåïîñðåäñòâåíàòà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å çà òàêà íàìåðåíèÿ ïîëèíîì

L2(f ;x) = x2 + x + 2 èìàìå L2(f ;−1) = 2 = f0, L2(f ; 1) = 4 = f1 è
L2(f ; 2) = 8 = f2.3. Îöåíêà íà ãðåøêàòà.Íåêà Ln(f ;x) å èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì îò ñòåïåí n, ïðèåìàùñòîéíîñòè f(x0), f(x1), . . . , f(xn) âúâ âúçëèòå x0 < x1 < · · · < xn, ñúîò-âåòíî. Äà îçíà÷èì ñ

Rn(f ;x) = f(x) − Ln(f ;x)ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèåòî f(x) ≈ Ln(f ;x).Òåîðåìà 2.2. Àêî f ∈ Cn+1[a, b] è a ≤ x0 < · · · < xn ≤ b, ñúùåñòâó-âà òî÷êà ξ ∈ (a, b), òàêàâà ÷å
Rn(f ;x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) . (2.6)Ïðèìåð 2.2. Ñ ïîëèíîì îò êàêâà ñòåïåí n òðÿáâà äà èíòåðïîëèðàìå�óíêöèÿòà f(x) = sinx, x ∈ [0, 2], ÷å çà ãðåøêàòà îò èíòåðïîëàöèÿòà äàå èçïúëíåíî |Rn(f ;x)| ≤ 0,1 ?Íàñ, ðàçáèðà ñå, íè èíòåðåñóâà ïîëèíîìúò äà áúäå îò âúçìîæíî íàé-íèñêà ñòåïåí. Òîãàâà è èç÷èñëåíèÿòà çà íåãîâîòî íàìèðàíå ùà ñà ïî-ìàëêî.Ïðè èíòåðïîëèðàíå â ïðîèçâîëíè ðàçëè÷íè n+1 âúçåëà îò èíòåðâàëà

[0, 2] èìàìå
|Rn(f ;x)| =

|f (n+1)(ξ)|
(n+ 1)!

|x− x0| · |x− x1| · · · |x− xn| .Òúé êàòî x, x0 ∈ [0, 2], òî |x− x0| ≤ 2. Àíàëîãè÷íî |x− xk| ≤ 2 çà âñÿêî
k = 0, 1, . . . , n. 9



Äà çàáåëåæèì, ÷å |f (n+1)(x)| = | sinx| èëè |f (n+1)(x)| = | cosx| (âçàâèñèìîñò îò ÷åòíîñòòà íà n), íî âèíàãè ùå å èçïúëíåíî
|f (n+1)(x)| ≤ 1 , x ∈ [0, 2] .Òîãàâà

|Rn(f ;x)| ≤ 1

(n+ 1)!
2n+1 , x ∈ [0, 2] .Ñåãà äà íàìåðèì íàé-ìàëêîòî n, çà êîåòî

2n+1

(n+ 1)!
≤ 0,1 .Îò ïîñëåäíèòå äâå íåðàâåíñòâà ñå âèæäà, ÷å òî ùå íè îñèãóðè íåîáõî-äèìàòà òî÷íîñò, à èìåííî |Rn(f ;x)| ≤ 0,1.Íåïîñðåäñòâåíàòà ïðîâåðêà ïîêàçâà, ÷å

2n+1

(n+ 1)!
> 0,1 , n = 1, 2, 3, 4, 5,

27

7!
=

128

840
> 0,1 ,

28

8!
=

256

6720
≤ 0,1 .Ñëåäîâàòåëíî, äîñòàòú÷íî å äà èíòåðïîëèðàìå ñ ïîëèíîì îò P7 

n + 1 = 8 âúçåëà, áåç çíà÷åíèå êàê ñìå èçáðàëè âúçëèòå â èíòåðâàëà
[0, 2].Ùå ñïîìåíåì ñàìî, ÷å å âúçìîæíî èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè äà ñåïîäáåðàò îïòèìàëíî, ò.å. òàêà, ÷å èçðàçúò

max
a≤x0<···<xn≤b

|(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn)| ,ó÷àñòâàù âúâ �îðìóëàòà çà ãðåøêàòà (2.6), äà å âúçìîæíî íàé-ìàëúê.Îïòèìàëíèòå èíòåðïîëàöèîííè âúçëè ñà èçâåñòíè êàòî ×åáèøåâè âúç-ëè. Çà èíòåðâàëà [−1, 1] òå ñà
xk = cos

(2k + 1)π

2(n+ 1)
, k = 0, 1, . . . , n ,à çà ïðîèçâîëåí èíòåðâàë [a, b] ñà

xk =
a+ b

2
+
b− a

2
cos

(2k + 1)π

2(n+ 1)
, k = 0, 1, . . . , n .Çà ñðàâíåíèå ñ Ïðèìåð 2.2, èíòåðïîëèðàéêè sinx â ×åáèøåâèòå âúçëè ñïîëèíîì ñàìî îò ÷åòâúðòà ñòåïåí, ïîëó÷àâàìå ãðåøêà ïî-ìàëêà îò 0,1.10



4. Ôîðìóëà íà Íþòîí ñ êðàéíè ðàçëèêè.Ùå äàäåì åäíî äðóãî ïðåäñòàâÿíå íà èíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì íàËàãðàíæ ïðè ðàâíîîòäàëå÷åíè âúçëè, íî ïðåäè òîâà ùå âúâåäåì åäíîíîâî ïîíÿòèå.Íåêà f å äàäåíà �óíêöèÿ, à xk = x0 + kh, k = 0, 1, . . . , ñà ðàâíîîòäà-ëå÷åíè âúçëè ñúñ ñòúïêà h > 0. Âåëè÷èíèòå
∆fi = fi+1 − fi , i = 0, 1, . . . ,ñå íàðè÷àò êðàéíè ðàçëèêè îò ïúðâè ðåä íà �óíêöèÿòà f . Ìîæåì äàäå�èíèðàìå ðåêóðåíòíî êðàéíè ðàçëèêè îò âòîðè ðåä:

∆2fi = ∆fi+1 − ∆fi , i = 0, 1, . . . ,è âúîáùå, êðàéíè ðàçëèêè îò k-òè ðåä:
∆kfi = ∆k−1fi+1 − ∆k−1fi , i = 0, 1, . . . .Çà ïúëíîòà ïîëàãàìå

∆0fi = fi = f(xi) , i = 0, 1, . . . .Êðàéíèòå ðàçëèêè ìîæåì äà ïîìåñòèì â òàáëèöà:
f0

∆f0
f1 ∆2f0

∆f1 . . .
f2 ∆2f1 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∆n−1f0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∆nf0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ∆n−1f0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fn−2 ∆2fn−3 . . .

∆fn−2 . . .
fn−1 ∆2fn−2

∆fn−1

fn

.

Íåêà t =
x− x0

h
è êàêòî îáèêíîâåíî, (t

k

)

=
t(t− 1) · · · (t− k + 1)

k!
,äîðè çà t ∈ R. Òîãàâà

Ln(f ;x) =

n
∑

k=0

(

t

k

)

∆kf0 (2.7)11



(�îðìóëà íà Íþòîí ñ êðàéíè ðàçëèêè). Äà çàáåëåæèì, ÷å â (2.7) ó÷àñ-òâàò êðàéíèòå ðàçëèêè îò ãîðíèÿ äèàãîíàë íà ãîðíàòà òàáëèöà. Îñâåíòîâà, èçðàçúò â äÿñíàòà ñòðàíà íå çàâèñè ÿâíî îò ïðîìåíëèâàòà x; çà-âèñèìîñòòà å íåÿâíà, ÷ðåç t.Èíòåðïîëàöèîííàòà �îðìóëà íà Íþòîí ñ êðàéíè ðàçëèêè ïðè n = 1(äâà âúçåëà), ïðè n = 2 (òðè âúçåëà) è ïðè n = 3 (÷åòèðè âúçåëà) èìàâèäà, ñúîòâåòíî:
L1(f ;x) = f0 + t∆f0 ,

L2(f ;x) = f0 + t∆f0 +
t(t− 1)

2
∆2f0 ,

L3(f ;x) = f0 + t∆f0 +
t(t− 1)

2
∆2f0 +

t(t− 1)(t− 2)

6
∆3f0 ,êàòî îòíîâî íàïîìíÿìå, ÷å íàâñÿêúäå t =

x− x0

h
.Ùå îòáåëåæèì, ÷å âðúçêàòà

Lk+1(f ;x) = Lk(f ;x) +

(

t

k + 1

)

∆k+1f0ùå íè ñïåñòè ìíîãî èç÷èñëåíèÿ, àêî âå÷å ñìå íàìåðèëè èíòåðïîëàöèîí-íèÿ ïîëèíîì îò ñòåïåí k ïðè íàïðàâåíè k + 1 èçìåðâàíèÿ çà f , è ñëåäíàïðàâåíîòî ïîðåäíî (k + 2)-âî íàáëþäåíèå òðÿáâà äà íàìåðèì èíòåð-ïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ñòåïåí k + 1.Èçâåäåíàòà òóê �îðìóëà íà Íþòîí ñ êðàéíè ðàçëèêè (2.7) ñòîè âîñíîâàòà íà äðóãè ÷èñëåíè ìåòîäè � çà ÷èñëåíî èíòåãðèðàíå, ÷èñëåíîðåøàâàíå íà äè�åðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ è äð.5. Ôîðìóëà íà Íþòîí ñ ðàçäåëåíè ðàçëèêè.Ñëåäâàùàòà �îðìóëà çà ðåøàâàíåòî íà èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷àíà Ëàãðàíæ èìà íÿêîëêî ïðåäèìñòâà ïðåä èçëîæåíèòå äîòóê. Åäíî îòòÿõ å, ÷å îò íåÿ ìîæåì ëåñíî äà ïîëó÷èì �îðìóëà, ñ êîÿòî äà èíòåðïî-ëèðàìå íå ñàìî ñòîéíîñòè, íî è ïðîèçâîäíè íà äàäåíàòà �óíêöèÿ.Íåêà f å äàäåíà �óíêöèÿ, à x0 < x1 < · · · < xn ñà âúçëèòå íàèíòåðïîëèðàíå. Âåëè÷èíèòå
f [xi, xi+1] =

fi+1 − fi

xi+1 − xi
, i = 0, 1, . . . , n− 1ñå íàðè÷àò ðàçäåëåíè ðàçëèêè îò ïúðâè ðåä íà �óíêöèÿòà f . �àçäåëåíè12



ðàçëèêè îò âòîðè ðåä äå�èíèðàìå ðåêóðåíòíî:
f [xi, xi+1, xi+2] =

f [xi+1, xi+2] − f [xi, xi+1]

xi+2 − xi
, i = 0, 1, . . . , n− 2 ,è âúîáùå, ðàçäåëåíè ðàçëèêè îò k-òè ðåä:

f [xi, xi+1, . . . , xi+k] =
f [xi+1, . . . , xi+k] − f [xi, . . . , xi+k−1]

xi+k − xiçà i = 0, 1, . . . , n− k. Íàêðàÿ, çà ïúëíîòà ïîëàãàìå
f [xi] = fi = f(xi) , i = 0, 1, . . . , n .Òîãàâà èíòåðïîëàöèîííèÿò ïîëèíîì ñå çàïèñâà âúâ âèäà

Ln(f ;x) =
n
∑

k=0

(x− x0) · · · (x− xk−1)f [x0, . . . , xk] =

= f0 + (x− x0)f [x0, x1] + (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x2] +

+ · · · + (x− x0) · · · (x− xn−1)f [x0, . . . , xn](�îðìóëà íà Íþòîí ñ ðàçäåëåíè ðàçëèêè). Äà çàáåëåæèì, ÷å â òàçè�îðìóëà ó÷àñòâàò ðàçäåëåíèòå ðàçëèêè îò ãîðíèÿ äèàãîíàë íà ñëåäíàòàòàáëèöà:
x0 f0

f [x0, x1]
x1 f1 f [x0, x1, x2]

f [x0, x1] . . .
x2 f2 f [x1, x2, x3] . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f [x0, x1, . . . , xn]
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1 fn−2 f [xn−3, xn−2, xn−1] . . .

f [xn−2, xn−1] . . .
xn−1 fn−1 f [xn−2, xn−1, xn]

f [xn−1, xn]
xn fn

.

Åòî èíòåðïîëàöèîííàòà �îðìóëà íà Íþòîí ñ ðàçäåëåíè ðàçëèêè ïðè
n = 1 (äâà âúçåëà), ïðè n = 2 (òðè âúçåëà) è ïðè n = 3 (÷åòèðè âúçåëà),13



ñúîòâåòíî:
L1(f ;x) = f0 + (x− x0)f [x0, x1] ,

L2(f ;x) = f0 + (x− x0)f [x0, x1] + (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x2] ,

L3(f ;x) = f0 + (x− x0)f [x0, x1] + (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x2] +

+ (x− x0)(x− x1)(x− x2)f [x0, x1, x2, x3] .Ïîäîáíî íà �îðìóëàòà ñ êðàéíè ðàçëèêè è òóê èìàìå âðúçêà îòâèäà:
Lk+1(f ;x) = Lk(f ;x) + (x− x0) · · · (x− xk)f [x0, . . . , xk+1] ,êîÿòî ùå íè ñïåñòè ìíîãî èç÷èñëåíèÿ, àêî âå÷å ñìå íàìåðèëè èíòåðïî-ëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ñòåïåí k ïðè íàïðàâåíè k + 1 èçìåðâàíèÿ çà f ,è ñëåä íàïðàâåíîòî ïîðåäíî (k + 2)-âî íàáëþäåíèå òðÿáâà äà íàìåðèìèíòåðïîëàöèîííèÿ ïîëèíîì îò ñòåïåí k + 1.Ïðèìåð 2.3. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí, èíòåðïîëèðàù�óíêöèÿòà f(x) =

2x+ 1

x− 1
âúâ âúçëèòå x0 = −2, x1 = 0 è x2 = 4.Ïîñëåäîâàòåëíî ïðåñìÿòàìå ðàçäåëåíèòå ðàçëèêè:

x0 = −2 f(x0) = 1

f [x0, x1] = −1

x1 = 0 f(x1) = −1 f [x0, x1, x2] =
1

3
.

f [x1, x2] = 1

x2 = 4 f(x2) = 3Òîãàâà
L2(f ;x) = f0 + (x− x0)f [x0, x1] + (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x2] =

= 1 + (x+ 2)(−1) + (x+ 2)(x− 0)
1

3
= 1 − x− 2 +

1

3
x2 +

2

3
x =

=
1

3
x2 − 1

3
x− 1 ,ò.å. L2(f ;x) =

1

3
x2 − 1

3
x− 1.
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�3. ÑÏËÀÉÍ-ÔÓÍÊÖÈÈ1. Îïðåäåëåíèå.Ïîëèíîìèòå, áåçñïîðíî, ñà íàé-ïðîñòèÿò ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò ñêîéòî ìîæåì äà èíòåðïîëèðàìå è àïðîêñèìèðàìå �óíêöèè è äàííè.Àêî òðÿáâà îáà÷å äà èíòåðïîëèðàìå ïî-ãîëÿìî êîëè÷åñòâî äàííè (íàï-ðèìåð 10-15 ñòîéíîñòè), ïîëó÷åíèÿò ïîëèíîì ñúùî ùå ñå îêàæå îò âè-ñîêà ñòåïåí è íåìèíóåìî ùå ñðåùíåì ïðîáëåìè ïðè ðàáîòàòà ñ íåãî.Äîðè èçïîëçâàíåòî íà êàëêóëàòîðè è êîìïþòðè ìîæå äà íå íè ïîìîãíåìíîãî â ñëó÷àé, ÷å ñå íàëîæè äà ïðåñìåòíåì ñòîéíîñò íà ïîëèíîì îòïåòíàäåñåòà ñòåïåí ïðè x = 10,3. Îò äðóãà ñòðàíà, òî÷íîñòòà ïðè ïðèá-ëèæàâàíå ñ ïîëèíîìè ñúùåñòâåíî çàâèñè îò èíòåðâàëà, â êîéòî ïðàâèìíàøèòå èçñëåäâàíèÿ.Èäåÿòà äà ñå èçïîëçâàò ïðîñòè �óíêöèè, êàêâèòî ñà ïîëèíîìèòå îòíèñêè ñòåïåíè, ïðèáëèæåíèåòî äà áúäå äîáðî â ãîëÿì èíòåðâàë è âñúùîòî âðåìå �îðìóëèòå è àëãîðèòìèòå äà ñà óäîáíè çà ïðàêòè÷åñêèíóæäè, å äîâåëà äî ñúçäàâàíåòî íà íîâ àïàðàò çà ïðèáëèæàâàíå íà �óí-êöèè, à èìåííî íà÷àñòè ïîëèíîìèàëíèòå �óíêöèè (èëè îùå ñïëàéí-�óíêöèè).Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿòà s(x) ñå íàðè÷à ñïëàéí îò ñòåïåí r ñ âúç-ëè x1 < x2 < · · · < xk, àêî:1) s(x) = pj(x), x ∈ (xj , xj+1), pj ∈ Pr, çà âñÿêî j = 0, 1, . . . , k(òóê ñìå ïîëîæèëè x0 = −∞ è xk+1 = +∞);2) s ∈ Cr−1(−∞,+∞).Ñ äðóãè äóìè, ñïëàéíúò å �óíêöèÿ, ñúâïàäàùà ñ íÿêàêúâ ïîëèíîìîò ñòåïåí r âúâ âñåêè îò èíòåðâàëèòå ìåæäó âúçëèòå è èìàùà íåïðå-êúñíàòè ïðîèçâîäíè äî (r − 1)-âè ðåä, âêëþ÷èòåëíî. Òàêà ãðà�èêàòàíà ñïëàéíà å ñúñòàâåíà îò ïàð÷åòà îò ïîëèíîìèàëíè êðèâè, çàëåïåíèãëàäêî âúâ âúçëèòå ìó. Òîâà èçÿñíÿâà äðóãîòî íàèìåíîâàíèå � íà÷àñòèïîëèíîìèàëíà �óíêöèÿ.Ïðè r = 1 ïîëó÷àâàìå ñïëàéí-�óíêöèÿ îò ïúðâà ñòåïåí (ëèíååíñïëàéí). �ðà�èêàòà íà åäèí ëèíååí ñïëàéí å äîáðå èçâåñòíà íà ÷èòàòåëÿïîä èìåòî íà÷óïåíà ëèíèÿ.Êâàäðàòè÷åí ñïëàéí (ñïëàéí-�óíêöèÿ îò âòîðà ñòåïåí) èìàìå ïðè
r = 2. �ðà�èêàòà íà åäèí êâàðàòè÷åí ñïëàéí ñå ñúñòîè îò ïàð÷åòà êâàä-ðàòè÷íè ïàðàáîëè.Åäíè îò íàé-å�åêòèâíèòå ìåòîäè çà èíòåðïîëèðàíå è ïðèáëèæàâàíåñå áàçèðàò íà èçïîëçâàíå íà êóáè÷íè ñïëàéíè, ò.å. ñïëàéí-�óíêöèè îò15



ñòåïåí r = 3.2. Ëèíåéíè ñïëàéíè.Òóê ùå ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà èíòåðïîëèðàíå íà äàäåíà �óíêöèÿ
f(x) â òî÷êèòå x1 < x2 < · · · < xk ñ ëèíååí ñïëàéí s(x) èìàù çà âúç-ëè ñúùèòå òåçè òî÷êè. Òúðñåíèÿò ñïëàéí îò ïúðâà ñòåïåí òðÿáâà äàóäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà

s(xj) = f(xj) , j = 1, 2, . . . , k .Âúâ âñåêè åäèí îò èíòåðâàëèòå [xj , xj+1] ñïëàéíúò s(x) ñúâïàäà ñ ïîëè-íîìà îò ïúðâà ñòåïåí, èíòåðïîëèðàù f(x) â òî÷êèòå xj è xj+1, ò.å. ñ
L1(f ;x) = f(xj) + (x− xj)f [xj , xj+1] = f(xj) + (x− xj)

f(xj+1) − f(xj)

xj+1 − xj
.Ñëåäîâàòåëíî

s(x) = f(xj)+(x−xj)
f(xj+1) − f(xj)

xj+1 − xj
, x ∈ [xj , xj+1] , j = 1, . . . , k−1 .Äà îöåíèì ãðåøêàòà íà òàçè èíòåðïîëàöèÿ ïðè ðàâíîîòäàëå÷åíèâúçëè. Íåêà xj = x1 + (j − 1)h, j = 1, 2, . . . , k, è h > 0 å ñòúïêàòà ìåæäóâúçëèòå. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å f ∈ C2[x1, xk]. Òîãàâà âòîðàòà ïðîèçâîä-íà íà f å îãðàíè÷åíà â [x1, xk], ò.å. ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà M , òàêàâà ÷å

|f ′′(x)| ≤M çà âñÿêî x ∈ [x1, xk].Äà âçåìåì ïðîèçâîëíî �èêñèðàíî x ∈ [x1, xk]. Òî ñúñ ñèãóðíîñò ïî-ïàäà â íÿêîå îò ìàëêèòå èíòåðâàë÷åòà ñ äúëæèíà h, íàïðèìåð [xj , xj+1].�ðåøêàòà R(x) = f(x)−s(x) îò èíòåðïîëàöèÿòà íà f ñ ëèíåéíèÿ ñïëàéí
s â òî÷êàòà x å òî÷íî ãðåøêàòà

R1(f ;x) = f(x) − L1(f ;x) =
f ′′(ξ)

2
(x− xj)(x− xj+1) ,êúäåòî ξ å òî÷êà îò èíòåðâàëà (xj , xj+1) ñúãëàñíî Òåîðåìà 2.2. Ñëåäî-âàòåëíî

|R(x)| = |R1(f ;x)| =
|f ′′(ξ)|

2
(x− xj)(xj + h− x) .Òúé êàòî

max
x∈[xj ,xj+h]

(x− xj)(xj + h− x) =
h2

4
,16



òî
|R(x)| ≤ |f ′′(ξ)|

2
· h

2

4
≤ Mh2

8
, (3.1)îòêúäåòî

|f(x) − s(x)| = O(h2) .Ïðèìåð 3.1. Èíòåðïîëèðàìå �óíêöèÿòà f(x) = sinx â ðàâíîîòäà-ëå÷åíè âúçëè 0 = x1 < x2 < · · · < xk = 2 ñ ëèíååí ñïëàéí. Êîëêî âúçåëàùå íè îñèãóðÿò ãðåøêàòà îò èíòåðïîëàöèÿòà äà áúäå ïî-ìàëêà îò 0,1 ?Â ñëó÷àÿ èìàìå h =
2

k − 1
è M = 1, çàùîòî |f ′′(x)| = | − sinx| ≤ 1 çàâñÿêî x. Òúðñèì íàé-ìàëêîòî k, çà êîåòî

4

8(k − 1)2
≤ 0,1 , ò.å. 5 < (k − 1)2 .Îòòóê íàìèðàìå k = 4. Òîãàâà ñúãëàñíî (3.1) èìàìå

|R(x)| ≤ Mh2

8
≤ 1 . 22

32 . 8
=

1

18
< 0,1 ,êàòî h =

2

3
è âúçëèòå ñà x0 = 0, x1 =

2

3
, x2 =

4

3
è x4 = 2.3. Êóáè÷íè ñïëàéíè.Íåêà f(x) å äàäåíà �óíêöèÿ è x1 < x2 < · · · < xk. Ùå íàìåðèìêóáè÷åí ñïëàéí s(x) ∈ C1[x1, xn], òàêúâ ÷å

s(xj) = f(xj) è s′(xj) = f ′(xj) , j = 1, 2, . . . , k . (3.2)Èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à îò òàêúâ âèä ñå íàðè÷à çàäà÷à íà Åðìèò. Îñî-áåíîòî â íåÿ å, ÷å îñâåí ñòîéíîñòèòå íà �óíêöèÿòà f(x) èíòåðïîëèðàìåè ñòîéíîñòèòå íà ïðîèçâîäíàòà f ′(x).Ùå ðåøèì çàäà÷àòà (3.2) ëîêàëíî, êàêòî çàäà÷àòà çà èíòåðïîëèðàíåñ ëèíåéíè ñïëàéíè. Àêî s(x) ñúâïàäà ñ ïîëèíîìà îò òðåòà ñòåïåí pj(x) âèíòåðâàëà [xj , xj+1], äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì ïîëèíîìà pj(x) çà êîéòî
pj(xj) = f(xj) , p′j(xj) = f ′(xj) ,

pj(xj+1) = f(xj+1) , p′j(xj+1) = f ′(xj+1) .Çà öåëòà ùå èçïîëçâàìå �îðìóëàòà íà Íþòîí ñ ðàçäåëåíè ðàçëèêè.17



Â � 2 äå�èíèðàõìå ðàçäåëåíè ðàçëèêè ïðè ðàçëè÷íè âúçëè. Íàïðè-ìåð
f [ti, ti+1] =

f(ti+1) − f(ti)

ti+1 − ti
, ti 6= ti+1 .Äà çàáåëåæèì, ÷å çà äè�åðåíöèðóåìà �óíêöèÿ f èìàìå

lim
ti+1→ti

f [ti, ti+1] = lim
ti+1→ti

f(ti+1) − f(ti)

ti+1 − ti
= f ′(ti) ,ò.å. ìîæåì äà äå�èíèðàìå ðàçäåëåíà ðàçëèêà îò ïúðâè ðåä â äâà ñúâ-ïàäàùè âúçåëà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

f [xi, xi] = f ′(xi) .Òîãàâà òàáëèöàòà ñ ðàçäåëåíèòå ðàçëèêè çà íàìèðàíåòî íà pj(x) ùå èç-ãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
xj f(xj)

f [xj , xj ] =f ′(xj)

xj f(xj) f [xj , xj , xj+1]

f [xj , xj+1] f [xj , xj , xj+1, xj+1]

xj+1 f(xj+1) f [xj , xj+1, xj+1]

f [xj+1, xj+1] =f ′(xj+1)

xj+1 f(xj+1)

.

�àçäåëåíèòå ðàçëèêè, ïðè êîèòî êðàéíèòå âúçëè ñà ðàçëè÷íè, ïðåñìÿ-òàìå ðåêóðåíòíî ïî ïîçíàòèÿ íà÷èí. Çà pj(x) ïîëó÷àâàìå
pj(x) = f(xj) + (x− xj)f

′(xj) + (x− xj)
2f [xj , xj , xj+1] +

+ (x− xj)
2f [xj , xj , xj+1, xj+1] ,à èíòåðïîëàöèîííèÿ Åðìèòîâ êóáè÷åí ñïëàéí îïðåäåëÿìå ñ

s(x) = pj(x) , x ∈ [xj , xj+1] , j = 1, 2, . . . , k − 1 .Çàáåëåæêà. Òàêà êîíñòðóèðàíèÿò ñïëàéí íå å ñ ìàêñèìàëíî âúç-ìîæíàòà ãëàäêîñò, ò.å. íå å îò êëàñà C2. Çà ñìåòêà íà òîâà íàìèðàíåòîìó å ñðàâíèòåëíî ëåñíî. 18



4. B-ñïëàéíè.Â ìíîãî îò àëãîðèòìèòå, èçïîëçâàùè ñïëàéí-�óíêöèè ñå ïðèëàãàïðåäñòàâÿíå ïî áàçèñ îò �óíêöèè, ò.íàð. B-ñïëàéíè.Ôóíêöèÿòà
(x− t)n−1

+ =

{

0, x < t,

(x− t)n−1, x ≥ t.ñå íàðè÷à îòñå÷åíà ñòåïåííà �óíêöèÿ. Ïðè �èêñèðàíî t, òàçè �óíêöèÿíà ïðîìåíëèâàòà x ñúâïàäà ñ êîíñòàíòàòà 0 íàëÿâî îò t è ñ îòìåñòåíàòàñòåïåííà �óíêöèÿ (x− t)n−1 íàäÿñíî îò t ïî àáñöèñíàòà îñ.�àçäåëåíàòà ðàçëèêà íà îòñå÷åíàòà ñòåïåííà �óíêöèÿ (x− t)n−1
+ îò-íîñíî ïðîìåíëèâàòà x â òî÷êèòå x0 < x1 < · · · < xn íàðè÷àìå B-ñïëàéíîò ñòeïåí n−1 ñ âúçëè x0, x1, . . . , xn è ùå îçíà÷àâàìå ñB(x0, x1, . . . , xn; t).Òàêà äå�èíèðàíèÿò B-ñïëàéí å �óíêöèÿ íà t, íî îñâåí òîâà çàâèñè èîò èçáîðà íà âúçëèòå, êàòî ñúãëàñíî îïðåäåëåíèåòî

B(x0, x1, . . . , xn; t) = (x− t)r−1
+ [x0, x1, . . . , xn] .Âàæíî ñâîéñòâî íà B-ñïëàéíèòå å ñëåäíîòî:

B(x0, x1, . . . , xn; t) > 0, t ∈ (x0, xn),

B(x0, x1, . . . , xn; t) = 0, t /∈ (x0, xn).Èíòåðâàëúò (x0, xn) ñå íàðè÷à íîñèòåë íà B-ñïëàéíà B(x0, x1, . . . , xn; t).Èçâúí íîñèòåëÿ ñè B-ñïëàéíúò å êîíñòàíòà 0, à âúðõó íîñèòåëÿ ïðèåìàïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè.Íåêà å äàäåíà ðåäèöàòà x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 < · · · < xN+n. Çàâñåêè n+1 ïîñëåäîâàòåëíè òî÷êè îò òàçè ðåäèöà äå�èíèðàìå B-ñïëàéíîò ñòåïåí n− 1:
Bi,n−1(t) = B(xi, xi+1, . . . , xi+n; t) , i = 1, 2, . . . , N .Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ðåäèöà îò B-ñïëàéíè, îïðåäåëåíà îò ðå-äèöàòà âúçëè. Ñëåäíèòå ðåêóðåíòíè �îðìóëè íà Êîêñ-äå Áîð ìåæäó

B-ñïëàéíèòå îò ïîñëåäîâàòåëíè ñòåïåíè äàâàò âúçìîæíîñò çà áúðçî èå�åêòèâíî ïðåñìÿòàíå íà ñòîéíîñòèòå íà B-ñïëàéíèòå:
Bi,0(t) =







1

xi+1 − xi
, t ∈ [xi, xi+1),

0, t /∈ [xi, xi+1),

Bi,k−1(t) =
t− xi

xi+k − xi
Bi,k−2(t) +

xi+k − t

xi+k − xi
Bi+1,k−2(t) ,19



êúäåòî i = 1, 2, . . . , N = n− k è k = 2, 3, . . . , n.Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 3.1. Âñÿêà ñïëàéí-�óíêöèÿ s(t) îò ñòåïåí n − 1 ñ âúçëè
xn+1 < xn+2 < · · · < xN ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ïî åäèíñòâåí íà÷èí êàòîëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà B-ñïëàéíè âúâ âèäà:

s(t) =
N
∑

i=1

αiBi,n−1(t) . (3.3)Ïðåäñòàâÿíåòî (3.3) èìà íÿêîè ïðåäèìñòâà ïðè êîìïþòúðíàòà ðåà-ëèçàöèÿ íà àëãîðèòìè, èçïîëçâàùè ñïëàéí-�óíêöèè. Åäíî îò òÿõ å, ÷åâñÿêà ñòîéíîñò íà ñïëàéí-�óíêöèÿ îò ñòåïåí n − 1 â òî÷êà t ñå ÿâÿâàëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ñòîéíîñòè â òî÷êàòà t íà ñàìî n íà áðîé B-ñïëàéíà � òåçè îò ðåäèöàòà, â ÷èèòî íîñèòåë ïîïàäà t. Îò äðóãà ñòðàíà,ñ ðåêóðåíòíèòå �îðìóëè íà Êîêñ-äå Áîð ìîæåì äà ïðåñìåòíåì áúðçîñòîéíîñòèòå íà B-ñïëàéíèòå âúâ âñÿêà �èêñèðàíà òî÷êà t.Äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà èíòåðïîëàöèîíåí ñïëàéí s(t)îò ñòåïåí n − 1 ñ âúçëè x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 < · · · < xN+n,óäîâëåòâîðÿâàù óñëîâèÿòà
s(tj) = yj , j = 1, 2, . . . , N , (3.4)êúäåòî t1 < t2 < · · · < tN è y1, y2, . . . , yN ñà ïðîèçâîëíè ñòîéíîñòè.Òåîðåìà 3.2. Èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à (3.4) èìà åäèíñòâåíî ðå-øåíèå ïðè âñåêè èçáîð íà ñòîéíîñòèòå y1, y2, . . . , yN òîãàâà è ñàìî òîãà-âà, êîãàòî èíòåðïîëàöèîííèòå âúçëè t1 < t2 < · · · < tN óäîâëåòâîðÿâàòóñëîâèÿòà
Bi(ti) > 0 , i = 1, 2, . . . , N ,ò.å. i-òèÿ èíòåðïîëàöèîíåí âúçåë ti ïðèíàäëåæè íà íîñèòåëÿ íà i-òèÿ

B-ñïëàéí Bi.�åçóëòàòèòå îò Òåîðåìà 3.1 è Òåîðåìà 3.2 ñà îñíîâàíèå äà òúðñèìðåøåíèå íà èíòåðïîëàöèîííàòà çàäà÷à (3.4) âúâ âèä íà ëèíåéíà êîì-áèíàöèÿ íà B-ñïëàéíè (3.3). Òîãàâà óñëîâèÿòà (3.4) ùå íè äàäàò ñèñòå-ìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ çà êîå�èöèåíòèòå α1, α2, . . . , αN â ïðåäñòàâÿíåòî(3.3). Òåîðåìà 3.2 å âñúùíîñò íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå ïîëó÷å-íàòà ëèíåéíà ñèñòåìà äà èìà è òî åäèíñòâåíî ðåøåíèå.
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5. Ïàðàìåòðè÷íè ñïëàéíè.Îïèñâàíåòî íà êðèâè ñ ïðîèçâîëíà �îðìà â CAD/CAE è äèçàéíåð-ñêèòå ïðîãðàìè ñå áàçèðà íà òàêà íàðå÷åíèòå êðèâè íà Áåçè�å � êðèâè,÷èèòî êîîðäèíàòíè �óíêöèè ñà ïîëèíîìè îò îïðåäåëåí òèï.Íåêà ñà äàäåíè òî÷êè B0,B1, . . . ,Bn â ðàâíèíàòà. Êðèâàòà γ, çàäà-äåíà ñ âåêòîðíàòà �óíêöèÿ
p(t) =

n
∑

k=0

Bk

(

n

k

)

tk(1 − t)n−k, t ∈ [0, 1] ,ñå íàðè÷à êðèâà íà Áåçè�å îò ñòåïåí n. Íåêà (xk, yk) ñà êîîðäèíàòèòå íàêîíòðîëíèòå òî÷êè Bk, k = 0, 1, . . . , n, à x(t) è y(t) ñà êîîðäèíàòíèòå�óíêöèè íà p(t), ò.å.
p(t) =

(

x(t)

y(t)

)

.Òîãàâà èìàìå
γ :























x(t) =
n
∑

k=0

xk

(

n

k

)

tk(1 − t)n−k

y(t) =

n
∑

k=0

yk

(

n

k

)

tk(1 − t)n−k

, t ∈ [0, 1] . (3.5)Î÷åâèäíî, êîîðäèíàòíèòå �óíêöèè x(t) è y(t) ñà àëãåáðè÷íè ïîëèíîìèîò ñòåïåí n, çàïèñàíè ïî ñïåöèàëåí íà÷èí.Åäíà ãëàäêà êðèâà íàðè÷àìå ïàðàìåòðè÷åí ñïëàéí îò ñòåïåí n,àêî å ñúñòàâåíà îò íÿêîëêî êðèâè íà Áåçè�å îò ñòåïåí n. Òàêà íàïðèìåð,êâàäðàòè÷íèÿò ïàðàìåòðè÷åí ñïëàéí å ñúñòàâåí îò êðèâè íà Áåçè�å îòâòîðà ñòåïåí, êóáè÷íèÿò ïàðàìåòðè÷åí ñïëàéí å ñúñòàâåí îò êðèâè íàÁåçè�å îò òðåòà ñòåïåí, è ò.í. Òîâà ñà è ñëó÷àèòå ñ íàé-ãîëÿìî ïðèëîæå-íèå â ïðàêòèêàòà.Â ñëó÷àÿ íà êðèâà íà Áåçè�å îò âòîðà ñòåïåí, êîíòðîëíèòå òî÷êè ñàòðè è êðèâàòà γ ñå çàäàâà ñ âåêòîðíàòà �óíêöèÿ
p(t) = B0(1 − t)2 + B12t(1 − t) + B2t

2 , t ∈ [0, 1] .Äà çàáåëåæèì, ÷å p(0) = B0 è p(1) = B2. Ìîæå äà ñå äîêàæå îùå,÷å êâàäðàòè÷íàòà êðèâà íà Áåçè�å γ èçöÿëî ñå ñúäúðæà â òðèúãúëíè-êà B0B1B2. Íà �èã. 3.1 å ïîêàçàí âèäúò íà êðèâàòà γ ïðè �èêñèðàíèêðàéíè òî÷êè B0 è B2 è ïðè ðàçëè÷íè ïîëîæåíèÿ íà êîíòðîëíàòà òî÷êà
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B0

B1

B2 B0

B1

B2 B0

B1

B2Ôèãóðà 3.1Íàèìåíîâàíèåòî êîíòðîëíè òî÷êè ïðîèçëèçà îò �àêòà, ÷å ëåñíî èóäîáíî ìîæåì äà ïðîìåíÿìå �îðìàòà íà êðèâàòà èçìåñòâàéêè ïîëîæå-íèåòî íà òåçè òî÷êè.Ïîðàäè ñðàâíèòåëíî ïðîñòèÿ âèä è ãúâêàâîñòòà íà �îðìàòà, â äèçàé-íåðñêèòå êîìïþòúðíè ïðîãðàìè ñå èçïîëçâàò êóáè÷íè êðèâè íà Áåçè�å:
p(t) = B0(1 − t)3 + B13t

2(1 − t) + B23t(1 − t)2 + B3t
3 , t ∈ [0, 1] .Åäíà êóáè÷íà êðèâà íà Áåçè�å ìîæå äà áúäå îïðåäåëåíà, àêî çíàåì íà-÷àëíàòà ïîçèöèÿ p(0) = B0, êðàéíàòà ïîçèöèÿ p(1) = B3, êàêòî è äî-ïèðàòåëíèòå âåêòîðè p′(0) è p′(1) (èëè êîåòî å ñúùîòî, ãîëåìèíèòå èïîñîêèòå íà äîïèðàòåëíèòå âåêòîðè) â òåçè òî÷êè. Ùå îòáåëåæèì, ÷åòàçè çàäà÷à å àíàëîã íà Åðìèòîâàòà èíòåðïîëàöèîííà çàäà÷à çà êóáè÷-íè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè, ðàçãëåäàíà â ïðåäíèÿ ïàðàãðà� âúâ âðúçêà ñêóáè÷íèòå ñïëàéíè. �åøàâàíåòî �è, îáà÷å, íå å òîëêîâà ëåñíî.Êîìïþòúðíàòà ïðîãðàìà CorelDraw èçïîëçâà èìåííî êóáè÷íè êðè-âè íà Áåçè�å çà êîíñòðóèðàíåòî íà êðèâè ñúñ ñâîáîäíà �îðìà. Ôèã. 3.2å èëþñòðàöèÿ íà ãîðíèÿ ïîäõîä. Íà íåÿ ñà ïîêàçàíè êðèâèòå, êîèòî ñåïîëó÷àâàò ïðè �èêñèðàíè êðàéíè òî÷êè B0 è B3 è ïðè ðàçëè÷íè äîïè-ðàòåëíè âåêòîðè â òåçè òî÷êè.Îñâåí êðèâèòå íà Áåçè�å ùå ñïîìåíåì äâà äðóãè òèïà êðèâè, íàìè-ðàùè ïðèëîæåíèå â CAD/CAE êîìïþòúðíèòå ïðîãðàìè. Íåêà å äàäåíàðåäèöàòà t1 < t2 < · · · < tr < tr+1 < · · · < tN+r. Çà âñåêè r + 1 ïîñëåäî-âàòåëíè òî÷êè îò òàçè ðåäèöà äå�èíèðàìå B-ñïëàéí îò ñòåïåí r − 1:

Bk(t) = B(tk, tk+1, . . . , tk+r; t) , k = 1, 2, . . . , N .Àêî â óðàâíåíèÿòà (3.5) çàìåíèì ïîëèíîìèòå (nk)tk(1 − t)n−k ñ B-ñïëàéíèòå Bk(t) îò ñòåïåí r − 1, ùå ïîëó÷èì ïàðàìåòðè÷åí ñïëàéí, â22



B0B0

p' (0)p' (0)

p' (1)

p' (1)
B3

B3Ôèãóðà 3.2êîéòî âñÿêà îò êîîðäèíàòíèòå �óíêöèè å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà B-ñïëàéíè:
γ :



























x(t) =

N
∑

k=1

xkBk(t)

y(t) =
N
∑

k=1

ykBk(t)

, t ∈ [t1, tN ] .Òàêà äå�èíèðàíàòà êðèâà γ ñå íàðè÷à B-ñïëàéí êðèâà.Íåêà ñà äàäåíè ÷èñëàòà wi > 0, i = 1, 2, . . . , N , íà êîèòî ùå ãëåäàìåêàòî íà òåãëîâè êîå�èöèåíòè. Ñ ïîìîùòà íà ãîðíèòå B-ñïëàéíè Bk(t)îò ñòåïåí r − 1 äà äå�èíèðàìå ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè
Rk(t) =

wkBk(t)
N
∑

i=1

wiBi(t)

, k = 1, 2, . . . , N .NURBS-êðèâà ñå íàðè÷à êðèâà, îïðåäåëåíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
γ :



























x(t) =

N
∑

k=1

xkRk(t)

y(t) =

N
∑

k=1

ykRk(t)

, t ∈ [t1, tN ] .Çà ñâåäåíèå, NURBS èäâà îò ñúêðàùåíèåòî íà àíãëèéñêîòî íàèìåíîâà-íèå çà íåðàâíîìåðåí ðàöèîíàëåí B-ñïëàéí. Òóê ½íåðàâíîìåðíîñòòà“ åâ ñìèñúë, ÷å ìðåæàòà îò âúçëè t1 < t2 < · · · < tN+r ïî êîÿòî ñìå äå�è-íèðàëè B-ñïëàéíèòå è ñëåä òîâà ðàöèîíàëíèòå B-ñïëàéíè ìîæå äà å ñðàçëè÷íà ñòúïêà ìåæäó âñåêè äâà ïîñëåäîâàòåëíè âúçåëà.23



Çàáåëåæêà. Ïî ñúâñåì ñúùèÿ íà÷èí, äîáàâÿéêè îùå åäíà êîîðäè-íàòíà �óíêöèÿ z(t) îò ñúîòâåòíèÿ òèï, ñå äå�èíèðàò ïðîñòðàíñòâåíèêðèâè íà Áåçè�å, B-ñïëàéí êðèâè è NURBS-êðèâè.Ùå ïîä÷åðòàåì îùå âåäíúæ ãîëÿìîòî ïðàêòè÷åñêî ïðèëîæåíèå íàðàçãëåäàíèòå â òîçè ïàðàãðà� ïàðàìåòðè÷íè ñïëàéíè. Â ñúâðåìåííèòåCAD/CAE ïðîãðàìè èìà ñúçäàäåíè ïàêåòè, ðàáîòåùè ñ êðèâè íà Áåçè�å,ñ B-ñïëàéí êðèâè è ñ NURBS-êðèâè. Òå ñå èçïîëçâàò çà îïèñâàíå èâèçóàëèçèðàíå íà ñëîæíè ãåîìåòðè÷åñêè îáåêòè � êàêòî ðàâíèííè, òàêàè ïðîñòðàíñòâåíè.�4. ÌÅÒÎÄ ÍÀ ÍÀÉ-ÌÀËÊÈÒÅ ÊÂÀÄ�ÀÒÈ1. Íàé-äîáðè ïðèáëèæåíèÿ ñ ïîëèíîìè.Íåêà â ðåçóëòàò íà íÿêàêâè èçñëåäâàíèÿ ñìå ïîëó÷èëè äàííè çà�óíêöèÿ y(x) â îïðåäåëåíè òî÷êè, ò.å. èçâåñòíè ñà ñòîéíîñòèòå
yi = y(xi) , i = 1, 2, . . . ,Kâ òî÷êèòå xi, i = 1, 2, . . . ,K. Íàøàòà öåë ùå áúäå äà ïðèáëèæèì òåçèäàííè ñúñ ñðàâíèòåëíî ïðîñòà ãëàäêà �óíêöèÿ. Íà òúðñåíàòà �óíêöèÿùå ïîçâîëèì äà ñå ðàçëè÷àâà îò ðåãèñòðèðàíèòå ñòîéíîñòè yi çà ñìåòêàíà ïðîñòèÿ �è âèä. Òîçè ïðîöåñ ñå íàðè÷à íàé-îáùî èçãëàæäàíå íà äàííè.Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å äàííèòå îò èçìåðâàíèÿòà, êîèòî ñìå èçâúðøèëèñà êàêòî íà �èã. 4.1. Îò ðàçïîëîæåíèåòî èì ìîæå äà ñå íàïðàâè çàêëþ-÷åíèåòî, ÷å âñúùíîñò èìàìå ðàáîòà ñ ëèíåéíà çàâèñèìîñò íà ñòîéíîñ-òèòå îò àðãóìåíòà.Â òàêúâ ñëó÷àé, âìåñòî äà ñå èíòåðïîëèðà ñ ïîëèíîì îò òâúðäå âè-ñîêà ñòåïåí èëè ñúñ ñïëàéí-�óíêöèÿ (êîåòî èçèñêâà íå ìàëêî èç÷èñ-ëåíèÿ), ìíîãî ïî-óäîáíî ùå áúäå äà íàìåðèì ëèíåéíà �óíêöèÿ, êîÿòîèìà ïîâåäåíèåòî íà äàííèòå îò �èãóðàòà. �åîìåòðè÷íî ìîæåì äà ïðå-êàðàìå êîëêîòî ñè èñêàìå ïðàâè, êîèòî âèçóàëíî äîáðå äà èçãëàæäàòäàííèòå. Ìåòîäúò êîéòî ùå ðàçãëåäàìå ùå íè äàäå àëãîðèòúì, ïî êîéòîùå íàìåðèì òàçè ïðàâà, êîÿòî â íÿêàêúâ ñìèñúë íàé-äîáðå ïðèáëèæàâàíàøèòå äàííè.Àêî èìàìå äàííè êàêòî íà �èã. 4.2, åñòåñòâåíî å äà ïîòúðñèì ½íàé-äîáðèÿ“ ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí. Òàêà ïîâåäåíèåòî íà äàííèòå ìîæåäà íè ïîäñêàæå îò êàêúâ âèä å òúðñåíàòà çàâèñèìîñò. Ìåæäó äðóãîòî,ìíîãî îò íåïðåêúñíàòèòå ïðîöåñè â ïðàêòèêàòà ïðîòè÷àò ïî ëèíåéíàèëè êâàäðàòè÷íà, ò.å. ïîëèíîìèàëíà çàâèñèìîñò.24



x

y

O Ôèãóðà 4.1
x

y

O Ôèãóðà 4.2Ïî-îáùî, ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà íàìèðàíåòî íà àëãåáðè÷åí ïîëè-íîì p(x) îò ñòåïåí n, ïðèáëèæàâàù ½íàé-äîáðå“ â îïðåäåëåí ñìèñúëäàííèòå
x1 x2 . . . xK

y1 y2 . . . yK
. (4.1)Èçðàçúò

K
∑

i=1

(

p(xi) − yi

)2 (4.2)ïðåäñòàâëÿâà åäíà îáîáùåíà ãðåøêà îò èçãëàæäàíåòî, îò÷èòàù ãðåø-êàòà êîÿòî ùå íàïðàâèì âúâ âñÿêà åäíà îò òî÷êèòå xi, i = 1, 2, . . . ,K.Òîãàâà äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ïîëèíîì p∗(x) ∈ Pn, çà25



êîéòî èçðàçúò (4.2) ïðèåìà âúçìîæíî íàé-ìàëêà ñòîéíîñò. Âúïðîñúò çàñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà òàêúâ ïîëèíîì å ðåøåí ïîëîæèòåëíîîò ñëåäâàùàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 4.1. Íåêà n å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ïðè âñåêèèçáîð íà äàííèòå (4.1), ñúùåñòâóâà è òî åäèíñòâåí ïîëèíîì p∗(x) ∈ Pn,òàêúâ ÷å
K
∑

i=1

(

p∗(xi) − yi

)2
= min

p∈Pn

K
∑

i=1

(

p(xi) − yi

)2
.Ïîëèíîìúò p∗(x) îò Òåîðåìà 4.1 ñå íàðè÷à ïîëèíîì íà íàé-äîáðîïðèáëèæåíèå ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè îò ñòåïåí n çàäàííèòå (4.1), à ñåãà ùå ðàçÿñíèì è ñàìèÿ ìåòîä íà íàé-ìàëêèòå êâàä-ðàòè çà íàìèðàíåòî íà p∗(x).Äà çàïèøåì p(x) ∈ Pn ñ íåîïðåäåëåíè êîå�èöèåíòè âúâ âèäà

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 .Èçðàçúò (4.2) ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî �óíêöèÿ íà êîå�èöèåíòèòå
a0, a1, . . . , an, îïðåäåëÿùè åäíîçíà÷íî ïîëèíîìà, ò.å.

F (a0, a1, . . . , an) =

K
∑

i=1

(

anx
n
i + an−1x

n−1
i + · · · + a0 − yi

)2
. (4.3)Ïî òàêúâ íà÷èí çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèá-ëèæåíèå ñå ñâåæäà äî çàäà÷à çà íàìèðàíå íà ìèíèìóì íà �óíêöèÿ íàíÿêîëêî ïðîìåíëèâè. Îò íåîáõîäèìèòå óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì ñëåäâà, ÷åêîå�èöèåíòèòå íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå p∗(x) òðÿáâà äàóäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ:
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∂F

∂an
(a0, a1, . . . , an) = 0

∂F

∂an−1
(a0, a1, . . . , an) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂F

∂a0
(a0, a1, . . . , an) = 0

. (4.4)
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Òúé êàòî çà j = n, n− 1, . . . , 0 èìàìå
∂F

∂aj
=

K
∑

i=1

(anx
n
i + an−1x

n−1
i + · · · + a0 − yi)x

j
i

= an

K
∑

i=1

xn+j
i + an−1

K
∑

i=1

xn+j−1
i + · · · + a0

K
∑

i=1

xj
i −

K
∑

i=1

xj
iyi ,òî ñëåä âíèìàòåëíî ïðåîáðàçóâàíå ñèñòåìàòà (4.4) ïðèåìà âèäà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

an

K
∑

i=1

x2n
i + an−1

K
∑

i=1

x2n−1
i + · · · + a0

K
∑

i=1

xn
i =

K
∑

i=1

xn
i yi

an

K
∑

i=1

x2n−1
i + an−1

K
∑

i=1

x2n−2
i + · · · + a0

K
∑

i=1

xn−1
i =

K
∑

i=1

xn−1
i yi

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an

K
∑

i=1

xn
i + an−1

K
∑

i=1

xn−1
i + · · · + a0K =

K
∑

i=1

yi

,

ñ íåèçâåñòíè a0, a1, . . . , an.Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å äåòåðìèíàíòàòà íà òàçè ëèíåéíà ñèñòåìà åðàçëè÷íà îò íóëà, ñòèãà âñè÷êè òî÷êè x1, x2, . . . , xK äà ñà ðàçëè÷íè.Ñëåäîâàòåëíî, íàïðèìåð ïî �îðìóëèòå íà Êðàìåð, ìîæåì äà íàìåðèìåäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà íà òàçè ñèñòåìà, êîåòî íè äàâà êîå�èöèåíòèòåíà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå.Çàáåëåæêà. Â îáùèÿ ñëó÷àé, ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (4.4) íè äàâàëîêàëåí åêñòðåìóì íà �óíêöèÿòà F (a0, a1, . . . , an). Ïîðàäè ñïåöèàëíèÿâèä íà �óíêöèÿòà F îáà÷å, â òîçè ñëó÷àé åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íàñèñòåìàòà (4.4) å òî÷êà íà ìèíèìóì çà �óíêöèÿòà F , êîÿòî îñâåí òîâàñå ÿâÿâà è ãëîáàëåí ìèíèìóì.Çà óäîáñòâî ùå íàïèøåì ãîðíàòà ñèñòåìà â íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àè.Ïðè n = 1 êîå�èöèåíòèòå íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèåîò ïúðâà ñòåïåí p∗(x) = a1x+ a0 íàìèðàìå îò ñèñòåìàòà:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1

K
∑

i=1

x2
i + a0

K
∑

i=1

xi =
K
∑

i=1

xiyi

a1

K
∑

i=1

xi + a0K =
K
∑

i=1

yi

. (4.5)Ïðè n = 2 êîå�èöèåíòèòå íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå27



îò âòîðà ñòåïåí p∗(x) = a2x
2 + a1x+ a0 íàìèðàìå îò ñèñòåìàòà:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a2

K
∑

i=1

x4
i + a1

K
∑

i=1

x3
i +a0

K
∑

i=1

x2
i =

K
∑

i=1

x2
i yi

a2

K
∑

i=1

x3
i + a1

K
∑

i=1

x2
i +a0

K
∑

i=1

xi =
K
∑

i=1

xiyi

a2

K
∑

i=1

x2
i + a1

K
∑

i=1

xi +a0K =
K
∑

i=1

yi

. (4.6)Ïðèìåð 4.1. Äà ñå íàìåðè ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ïî-ëèíîìúò íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå îò âòîðà ñòåïåí çà äàííèòå:
xi −4 −2 0 1 2 3
yi −8 −2 3 3 −1 −7

.Â ñëó÷àÿ èìàìå n = 2 è K = 6. Ïðåñìÿòàìå ñóìèòå:
6
∑

i=1

x4
i = (−4)4 + (−2)4 + 04 + 14 + 24 + 34 = 370 ,

6
∑

i=1

x3
i = (−4)3 + (−2)3 + 03 + 13 + 23 + 33 = −36 ,

6
∑

i=1

x2
i = (−4)2 + (−2)2 + 02 + 12 + 22 + 32 = 34 ,

6
∑

i=1

xi = (−4) + (−2) + 0 + 1 + 2 + 3 = 0 ,

6
∑

i=1

x2
i yi = (−4)2.(−8) + (−2)2.(−2) + 02. 3 + 12. 3 + 22.(−1) + 32.(−7)

= −200 ,

6
∑

i=1

xiyi = (−4).(−8) + (−2). (−2) + 0 . 3 + 1 . 3 + 2 .(−1) + 3 .(−7) = 16 ,

6
∑

i=1

yi = (−8) + (−2) + 3 + 3 + (−1) + (−7) = −12 .
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Ñèñòåìàòà (4.6) èìà âèäà
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

370a2− 36a1+34a0 =−200

−36a2+34a1+ 0a0 = 16

34a2+ 0a1+ 6a0 = −12

.Îòòóê íàìèðàìå a2 = −1467

1775
, a1 = − 718

1775
, a0 =

4763

1775
. Ñëåäîâàòåëíîòúðñåíèÿò ïîëèíîì å

p∗(x) = −1467

1775
x2 − 718

1775
x+

4763

1775
.2. Ìîäè�èêàöèè.Äà ïðåäïîëîæèì ñåãà, ÷å èìàìå äàííèòå

x1 x2 . . . xK

z1 z2 . . . zK
, (4.7)ïîêàçàíè íà �èã. 4.3.

x

y

O Ôèãóðà 4.3Ïîâåäåíèåòî íà òåçè äàííè íè íàâåæäà íà ìèñúëòà, ÷å ùå å ïîäõî-äÿùî äà ãè èçãëàæäàìå ñ åêñïîíåíöèàëíà �óíêöèÿ îò îïðåäåëåí òèï.Ùå ñêèöèðàìå íàêðàòêî åäèí ìåòîä çà òàêîâà èçãëàæäàíå, áàçèðàí íàìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè.Äà ëîãàðèòìóâàìå ñòîéíîñòèòå: yj = ln zj , j = 1, 2, . . . ,K. Ïî ìåòîäàíà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè äà íàìåðèì ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëè-æåíèå îò ïúðâà ñòåïåí p∗(x) = ax+ b çà äàííèòå
x1 x2 . . . xK

y1 y2 . . . yK
. (4.8)29



Òîãàâà äàííèòå (4.7) èçãëàæäàìå ñ �óíêöèÿòà
ϕ(x) = eax+b .ßñíî å, ÷å èçãëàæäàíå çà (4.7) ñ �óíêöèÿ îò âèäà ψ(x) = eax2+bx+cùå ïîëó÷èì, àêî çà (4.8) ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè íàìåðèìïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå îò âòîðà ñòåïåí p∗(x) = ax2+bx+c.Ïðè ïåðèîäè÷íè äàííè (4.7), ÷èåòî ïîâåäåíèå íàïîìíÿ ñèíóñîèäà,ìîæåì ïî ïîäîáåí íà÷èí äà èçãëàäèì äàííèòå (4.8), ïðè yj = arcsin zj ,

j = 1, 2, . . . ,K, ñ ïîëèíîì îò ïúðâà ñòåïåí p∗(x) = ax+ b. Òàêà ïîëó÷à-âàìå èçãëàæäàùà �óíêöèÿ ϕ(x) = sin(ax + b). Òóê ìîæå äà ñå íàëîæèïúðâî äà íîðìèðàìå ïî ïîäõîäÿù íà÷èí ñòîéíîñòèòå â (4.7).Òàçè ñõåìà çà èçãëàæäàíå íà äàííè ìîæåì äà ïðèëîæèì è êàòî èç-ïîëçâàìå �óíêöèè îò äðóãè êëàñîâå.3. Ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà ïðåîïðåäåëåíè ñèñòåìè.Äà ðàçãëåäàìå ñèñòåìà îò k ëèíåéíè óðàâíåíèÿ ñ n íåèçâåñòíè
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1x1 + ak2x2 + · · · + aknxn = bk

, (4.9)êúäåòî êîå�èöèåíòèòå aij , bi çà i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , n ñà äàäåíè.Ïðè ñòàíäàðòíèòå ìàòðè÷íè îçíà÷åíèÿ
A =









a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ak1 ak2 · · · akn









, B =









b1
b2
. .
bk









, X =









x1

x2

. .
xn









,òàçè ñèñòåìà ìîæåì äà çàïèøåì âúâ âèäà
AX = B . (4.10)Íàòàòúê ñ A′ ùå áåëåæèì òðàíñïîíèðàíàòà íà ìàòðèöàòà A.Ñèñòåìàòà (4.9) ñå íàðè÷à ïðåîïðåäåëåíà, àêî áðîÿò íà ëèíåéíî íå-çàâèñèìèòå óðàâíåíèÿ â òàçè ñèñòåìà å ïî-ãîëÿì îò áðîÿ íà íåèçâåñò-íèòå n. Íàòàòúê ùå ñ÷èòàìå, ÷å âñè÷êè k óðàâíåíèÿ â (4.9) ñà ëèíåéíîíåçàâèñèìè.Êàêòî å èçâåñòíî, òàêàâà ñèñòåìà íÿìà ðåøåíèå. Âúïðåêè òîâà, íèåùå âèäèì êàê ìîæå äà ñå ðåøàâàò ïðåîïðåäåëåíè ñèñòåìè, ìàêàð è ïðèá-ëèæåíî. Çà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà (4.9) ìîæå äà íè ñëóæè ïðîèçâîëíà30



n-òîðêà ÷èñëà. Òàêà îáà÷å ìîæå äà ñå îêàæå, ÷å ïðè âñè÷êè óðàâíåíèÿåäíàòà ñòðàíà å ìíîãî ïî-ãîëÿìà îò äðóãàòà, ò.å. óðàâíåíèÿòà ñå óäîâëåò-âîðÿâàò ñ ãîëÿìà ãðåøêà. Ñëåäîâàòåëíî, ùå èñêàìå íàøåòî ïðèáëèæåíîðåøåíèå äà óäîâëåòâîðÿâà ñ âúçìîæíî íàé-ìàëêà ãðåøêà ñèñòåìàòà. Åñ-òåñòâåíî âúçíèêâà âúïðîñúò êàê äà äå�èíèðàìå òàçè ãðåøêà è êîå ùåáúäå ½íàé-äîáðîòî“ ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà.Ùå èçïîëçâàìå îòíîâî ìåòîäúò íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè. Äà ðàçã-ëåäàìå �óíêöèÿòà
F (x1, x2, . . . , xn) =

k
∑

i=1

(

ai1x1 + ai2x2 + · · · + ainxn − bi
)2
. (4.11)Òîâà å òî÷íî ñóìàòà îò êâàäðàòèòå íà ãðåøêèòå, êîèòî ùå íàïðàâèìâúâ âñÿêî åäíî óðàâíåíèå íà ñèñòåìàòà, àêî çà ïðèáëèæåíî ðåøåíèåèçáåðåì (x1, x2, . . . , xn). Ìèíèìèçèðàíåòî íà òàçè îáîáùåíà ãðåøêà âîäèäî çàäà÷à çà ìèíèìèçèðàíå íà �óíêöèÿ íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè. Îòíåîáõîäèìîòî óñëîâèå çà åêñòðåìóì ñëåäâà, ÷å â òî÷êàòà íà ìèíèìóìíà F èìàìå:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂F

∂x1
(x1, x2, . . . , xn) = 0

∂F

∂x2
(x1, x2, . . . , xn) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂F

∂xn
(x1, x2, . . . , xn) = 0

. (4.12)
Òúé êàòî çà j = 1, 2, . . . , n èìàìå
∂F

∂xj
=

k
∑

i=1

(ai1x1 + ai2x2 + · · · + ainxn − bi)aij =

= x1

k
∑

i=1

ai1aij + x2

k
∑

i=1

ai2aij + · · · + xn

k
∑

i=1

ainaij −
k
∑

i=1

biaij ,
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òî ñëåä âíèìàòåëíî ïðåîáðàçóâàíå ñèñòåìàòà (4.12) ïðèåìà âèäà
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x1

k
∑

i=1

ai1ai1 +x2

k
∑

i=1

ai2ai1 + · · · + xn

k
∑

i=1

ainai1 =
k
∑

i=1

b1ai1

x1

k
∑

i=1

ai1ai2 +x2

k
∑

i=1

ai2ai2 + · · · + xn

k
∑

i=1

ainai2 =
k
∑

i=1

b2ai2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x1

k
∑

i=1

ai1ain +x2

k
∑

i=1

ai2ain + · · · + xn

k
∑

i=1

ainain =
k
∑

i=1

bnain

,

èëè â ìàòðè÷íè îçíà÷åíèÿ
A′AX = A′B . (4.13)Äà çàáåëåæèì, ÷å ïðîèçâåäåíèåòîA′A å êâàäðàòíà ìàòðèöà îò ðåä n,à A′B å âåêòîð-ñòúëá ñ n åëåìåíòà. Îñâåí òîâà, ìîæå äà ñå äîêàæå,÷å det(A′A) 6= 0 è òîãàâà ñèñòåìàòà (4.13) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå.�åøåíèåòî íà (4.13) ñå îêàçâà òî÷êà íà ãëîáàëåí ìèíèìóì çà �óíêöèÿòà

F è ïðåäñòàâëÿâà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà ïðåîïðåäåëåíàòàëèíåéíà ñèñòåìà ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè.Îò êàçàíîòî äîòóê ñëåäâà, ÷å íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíî ðåøåíèå ïîìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè íà ñèñòåìàòà (4.9), èëè âñå åäíî íà(4.10), å òî÷íîòî ðåøåíèå íà (4.13).Ïðèìåð 4.2. Äà ñå íàìåðè ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè ïðè-áëèæåíî ðåøåíèå íà ïðåîïðåäåëåíàòà ëèíåéíà ñèñòåìà
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3x− y = 6
2x+ y = 0
−x+ y = −2
3x− y = 5

. (4.14)Â òîçè ïðèìåð
A =









3 −1
2 1
−1 1
3 −1









, A′ =

(

3 2 −1 3
−1 1 1 −1

)

, B =









6
0
−2
5









, X =

(

x
y

)

,

A′A =

(

23 −5
−5 4

)

, A′B =

(

35
−13

)

.32



Ñèñòåìàòà (4.13) èìà âèäà
∣

∣

∣

∣

23x− 5y = 35
−5x+ 4y = −13

,îòêúäåòî íàìèðàìå x =
75

67
, y = −125

67
. Òîãàâà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíîðåøåíèå ïî ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàäðàòè íà ñèñòåìàòà (4.14) å

x =
75

67
≈ 1, 119 , y = −125

67
≈ 1, 866 .�5. Ñ�ÅÄÍÎ-ÊÂÀÄ�ÀÒÈ×ÍÈ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈßÂ ïðåäèøíèÿ ïàðàãðà� ïîêàçàõìå êàê ñ ìåòîäà íà íàé-ìàëêèòå êâàä-ðàòè ìîæåì äà ïðèáëèæàâàìå äèñêðåòíè äàííè. Ïîäîáåí ïîäõîä ùåïðèëîæèì è çà ðåøàâàíåòî íà ñëåäíàòà çàäà÷à: äàäåíà å �óíêöèÿ f(x),

x ∈ [a, b]; òúðñèì �óíêöèÿ ϕ(x) îò îïðåäåëåí êëàñ, êîÿòî å ½íàé-áëèçî“îòíîñíî ñðåäíî-êâàäðàòè÷íîòî ðàçñòîÿíèå äî äàäåíàòà f(x) çà [a, b].Äà ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî òàçè çàäà÷à, êîãàòî òúðñèì ïîëèíîì îò�èêñèðàíà ñòåïåí n, ò.å. èçìåæäó ïîëèíîìèòå p(x) ∈ Pn òúðñèì òàêúâ,çà êîéòî ñå äîñòèãà
min
p∈Pn

‖f − p‖2 = min
p∈Pn

√

∫ b

a

|f(x) − p(x)|2dx . (5.1)Òåîðåìà 5.1. Íåêà n å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Çà âñÿêà �óíê-öèÿ f ∈ L2[a, b] ñúùåñòâóâà è òî åäèíñòâåí ïîëèíîì p∗ ∈ Pn, òàêúâ ÷å
‖f − p∗‖2 = min

p∈Pn

‖f − p‖2 .Ïîëèíîìúò p∗(x) îò Òåîðåìà 5.1 ñå íàðè÷à ïîëèíîì íà íàé-äîáðîñðåäíîêâàäðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå îò ñòåïåí n çà �óíêöèÿòà f(x) âèíòåðâàëà [a, b].Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å àêî çà åäèí ïîëèíîì îò Pn ñå äîñòèãà ìè-íèìóìúò â (5.1), òî çà íåãî ñå äîñòèãà è ìèíèìóìúò â
‖f − p‖2

2 =

∫ b

a

[f(x) − p(x)]2dx , (5.2)è îáðàòíî. Çàïèñâàéêè p(x) ∈ Pn ñ íåîïðåäåëåíè êîå�èöèåíòè âúâ âèäà
p(x) = anx

n + an−1x
n−1 + · · · + a0 ,33



èçðàçúò (5.2) ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî �óíêöèÿ íà êîå�èöèåíòèòå
a0, a1, . . . , an:
F (a0, a1, . . . , an) =

∫ b

a

[

f(x) − anx
n − an−1x

n−1 − · · · − a0

]2
dx . (5.3)Òàêà çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ïîëèíîì íà íàé-äîáðî ñðåäíîêâàäðàòè÷íîïðèáëèæåíèå ñå ñâåæäà äî çàäà÷à çà íàìèðàíå íà ìèíèìóì íà �óíêöèÿíà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè. Îò íåîáõîäèìèòå óñëîâèÿ çà åêñòðåìóì ñëåäâà,÷å êîå�èöèåíòèòå íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå p∗(x) òðÿáâàäà óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂F

∂an
(a0, a1, . . . , an) = 0

∂F

∂an−1
(a0, a1, . . . , an) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂F

∂a0
(a0, a1, . . . , an) = 0

. (5.4)
Îòòóê ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà ëèíåéíà ñèñòåìà:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

an

∫ b

a
x2ndx + an−1

∫ b

a
x2n−1dx+ · · · + a0

∫ b

a
xndx =

∫ b

a
xnf(x) dx

an

∫ b

a
x2n−1dx+ an−1

∫ b

a
x2n−2dx+ · · · + a0

∫ b

a
xn−1dx=

∫ b

a
xn−1f(x) dx

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an

∫ b

a
xndx + an−1

∫ b

a
xn−1dx + · · · + a0

∫ b

a
dx =

∫ b

a
f(x) dxñ íåèçâåñòíè a0, a1, . . . , an.Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å äåòåðìèíàíòàòà íà òàçè ñèñòåìà å ðàçëè÷íà îòíóëà. Òîãàâà îò òåîðåìàòà íà Êðàìåð ñëåäâà, ÷å òàçè ñèñòåìà èìà åäèí-ñòâåíî ðåøåíèå. Òîâà åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà íà òàçè ñèñòåìà, êîåòîíè äàâà êîå�èöèåíòèòå íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ñðåäíîêâàäðàòè÷íîïðèáëèæåíèå.Çàáåëåæêà. Â îáùèÿ ñëó÷àé, ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà (5.4) íè äàâàëîêàëåí åêñòðåìóì íà �óíêöèÿòà F (a0, a1, . . . , an). Ïîðàäè ñïåöèàëíèÿâèä íà �óíêöèÿòà F , îáà÷å, â òîçè ñëó÷àé åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íàñèñòåìàòà (5.4) å òî÷êà íà ìèíèìóì çà �óíêöèÿòà F , êîéòî ïðè òîâà ñåÿâÿâà è ãëîáàëåí ìèíèìóì. 34



Ïðè n = 1 êîå�èöèåíòèòå íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèåîò ïúðâà ñòåïåí p∗(x) = a1x+ a0 íàìèðàìå îò ñèñòåìàòà:
∣

∣

∣

∣

∣

a1

∫ b

a
x2dx+ a0

∫ b

a
xdx=

∫ b

a
xf(x) dx

a1

∫ b

a
xdx + a0

∫ b

a
dx =

∫ b

a
f(x) dx

. (5.5)Ïðè n = 2 êîå�èöèåíòèòå íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèåîò âòîðà ñòåïåí p∗(x) = a2x
2 + a1x+ a0 íàìèðàìå îò ñèñòåìàòà:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a2

∫ b

a
x4dx+ a1

∫ b

a
x3dx+a0

∫ b

a
x2dx=

∫ b

a
x2f(x) dx

a2

∫ b

a
x3dx+ a1

∫ b

a
x2dx+a0

∫ b

a
xdx =

∫ b

a
xf(x) dx

a2

∫ b

a
x2dx+ a1

∫ b

a
xdx +a0

∫ b

a
dx =

∫ b

a
f(x) dx

. (5.6)Ïðèìåð 5.1. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò íà íàé-äîáðî ñðåäíîêâàä-ðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå îò ïúðâà ñòåïåí p∗(x) = a1x + a0 çà �óíêöèÿòà
f(x) = ex â èíòåðâàëà [0, 1].Â ñëó÷àÿ n = 1. Ïðåñìÿòàìå íåîáõîäèìèòå èíòåãðàëè:
∫ 1

0

x2dx =
x3

3

∣

∣

∣

1

0
=

1

3
,

∫ 1

0

xdx =
x2

2

∣

∣

∣

1

0
=

1

2
,

∫ 1

0

dx = 1 − 0 = 1 ,

∫ 1

0

xexdx =

∫ 1

0

xdex = xex
∣

∣

1

0
−
∫ 1

0

exdx = e− 0 − ex
∣

∣

1

0
= e− e+ 1 = 1 ,

∫ 1

0

exdx = ex
∣

∣

1

0
= e− 1 .Îò ñèñòåìàòà (5.5), èìàùà âèäà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

3
a1 +

1

2
a0 = 1

1

2
a1 + a0 = e− 1

,íàìèðàìå a1 = 18 − 6e, a0 = 4e− 10. Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèÿò ïîëèíîìíà íàé-äîáðî ñðåäíîêâàäðàòè÷íî ïðèáëèæåíèå å
p∗(x) = (18 − 6e)x+ 4e− 10 .35



�6. �ÀÂÍÎÌÅ�ÍÈ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈßÂ òîçè ïàðàãðà� ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè âúïðîñè çà ïðèáëèæàâàíåíà �óíêöèè ñ ïîëèíîìè, êàòî ãðåøêàòà îò ïðèáëèæàâàíåòî ùå ìåðèìñ ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå. Äà ïðèïîìíèì, ÷å ðàâíîìåðíî ðàçñòîÿíèåìåæäó íåïðåêúñíàòèòå â [a, b] �óíêöèè f è f∗ äå�èíèðàõìå ïî ñëåäíèÿíà÷èí:
‖f − f∗‖ := max

x∈[a,b]
|f(x) − f∗(x)| .Òåîðåìà 6.1 (Áîðåë). Íåêà f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b]�óíêöèÿ. Çà âñÿêî n = 1, 2, . . . , ñúùåñòâóâà ïîëèíîì p∗ îò ñòåïåí n,òàêúâ ÷å

‖f − p∗‖ = min
p∈Pn

‖f − p‖ = min
p∈Pn

max
x∈[a,b]

|f(x) − p(x)| . (6.1)Ïîëèíîìúò p∗ ∈ Pn îò Òåîðåìà 6.1, çà êîéòî ñå äîñòèãà ìèíèìóìúòâ (6.1), ñå íàðè÷à ïîëèíîì íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíèå îòñòåïåí n çà �óíêöèÿòà f â èíòåðâàëà [a, b].Äîêàòî Òåîðåìà 6.1 ðåøàâà âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ïîëèíîìíà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíèå, õàðàêòåðèçàöèÿ íà òîçè ïîëè-íîì ñå äàâà îò ñëåäâàùàòà òåîðåìà çà àëòåðíàíñà.Òåîðåìà 6.2 (×åáèøîâ). Íåêà f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b]�óíêöèÿ. Ïîëèíîìúò p∗ ∈ Pn å ïîëèíîì íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíî ïðèá-ëèæåíèå îò ñòåïåí n çà �óíêöèÿòà f â [a, b] òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòîñúùåñòâóâàò n+ 2 òî÷êè {xk}n+1
k=0 , a ≤ x0 < x1 · · · < xn+1 ≤ b, òàêèâà ÷å

f(xi) − p∗(xi) = (−1)i σ ‖f − p∗‖ , i = 0, 1, . . . , n+ 1 , (6.2)êúäåòî σ = 1 èëè σ = −1.Ñëåäîâàòåëíî, çà äà íàìåðèì ïîëèíîì íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíî ïðè-áëèæåíèå îò �èêñèðàíà ñòåïåí n çà äàäåíà �óíêöèÿ, å äîñòàòú÷íî äàíàìåðèì ïîëèíîì, çà êîéòî ãðåøêàòà f(x)−p∗(x) ïðèåìà àëòåðíàòèâíîâ n + 2 òî÷êè ìèíèìóì èëè ìàêñèìóì, ðàâåí ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñòíà ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå ‖f − p∗‖. Çà ìàëêè n ñúñ ñðåäñòâàòà íàìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç íå å òðóäíî äà íàìåðèì òî÷êèòå íà àëòåðíàíñè ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíèå.Ïðèìåð 6.1. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíîïðèáëèæåíèå îò ïúðâà ñòåïåí p∗(x) = ax + b çà �óíêöèÿòà f(x) =
1

x
âèíòåðâàëà [

1

2
, 2]. 36



x

y

p x*( ) = -x +
4
9-

x
1-f x( ) =

0,5O 1 2Ôèãóðà 6.1Íåêà E = ‖f − p∗‖ = max
x∈[1/2,2]

| 1
x
− ax − b|. Â ñëó÷àÿ èìàìå n = 1è ñúãëàñíî Òåîðåìàòà íà ×åáèøîâ òðÿáâà äà íàìåðèì ïîëèíîì ñ òðèòî÷êè íà àëòåðíàíñ 1

2
≤ x0 < x1 < x2 ≤ 2. Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷åïîâåäåíèåòî íà p∗(x) òðÿáâà äà å êàòî íà �èã. 6.1. Ïîðàäè ìîíîòîííîñòòàíà ðàçëèêàòà f(x)−p∗(x) â êðàèùàòà íà ðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë å ÿñíî,÷å x0 =

1

2
è x2 = 2. Òîãàâà óñëîâèÿòà çà àëòåðíàíñ (6.2) ïðèåìàò âèäà:

f(
1

2
) − p∗(

1

2
) = 2 − a

2
− b = E ,

f(x1) − p∗(x1) =
1

x1
− ax1 − b = −E ,

f(2) − p∗(2) =
1

2
− 2a− b = E .Ñ ïî÷ëåííî èçâàæäàíå íà òðåòîòî óðàâíåíèå îò ïúðâîòî ïîëó÷àâàìå

3

2
+

3a

2
= 0, îòêúäåòî a = −1.�àçëèêàòà r(x) := f(x)−p∗(x) =

1

x
−ax− b èìà ëîêàëåí åêñòðåìóì âíÿêàêâà òî÷êà x1. Â òàêúâ ñëó÷àé, r′(x1) = 0 è x1 å êîðåí íà óðàâíåíèåòî

r′(x) = 0, ò.å. íà −1

x2
+ 1 = 0. Îòòóê, x1 = 1.
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Çàìåñòâàìå â ïúðâèòå äâå óðàâíåíèÿ íà ñèñòåìàòà:
5

2
− b = E

2 − b = −E ,îòêúäåòî íàìèðàìå b =
9

4
è E =

1

4
.Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèÿò ïîëèíîì å

p∗(x) = −x+
9

4
.Çà ïðèáëèæåíî íàìèðàíå íà ïîëèíîì íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíî ïðèá-ëèæåíèå ñå èçïîëçâàò àëãîðèòìèòå íà �åìåç. Âñåêè îò òÿõ å èòåðàöè-îíåí àëãîðèòúì, â ðåçóëòàò íà êîéòî ñå ïîëó÷àâà ðåäèöà îò ïîëèíî-ìè îò ñòåïåí n: p0, p1, . . . , pk, . . . , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùà â èíòåðâàëà [a, b]êúì p∗.Ùå îòáåëåæèì îùå íÿêîëêî ñâîéñòâà íà ïîëèíîìà íà íàé-äîáðî ðàâ-íîìåðíî ïðèáëèæåíèå.Òåîðåìà 6.3. Íåêà f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b] �óíêöèÿ.Ïîëèíîìúò íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíî ïðèáëèæåíèå îò ñòåïåí n çà �óí-êöèÿòà f â èíòåðâàëà [a, b] å åäèíñòâåí.Òåîðåìà 6.4. Íåêà f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [−a, a] ÷åòíà (íå-÷åòíà) �óíêöèÿ. Òîãàâà ïîëèíîìúò íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíî ïðèáëè-æåíèå îò ñòåïåí n çà �óíêöèÿòà f â èíòåðâàëà [−a, a] ñúùî å ÷åòåí(ñúîòâ., íå÷åòåí).Ïðèìåð 6.2. Äà ñå íàìåðè ïîëèíîìúò íà íàé-äîáðî ðàâíîìåðíîïðèáëèæåíèå îò òðåòà ñòåïåí p∗(x) çà �óíêöèÿòà f(x) = |x| â èíòåðâàëà

[−1, 1].Â òîçè ñëó÷àé èìàìå n = 3. Íåêà E = ‖f −p∗‖ = max
x∈[−1,1]

∣

∣|x|−p∗(x)
∣

∣.Ñúãëàñíî Òåîðåìà 6.4, p∗(x) òðÿáâà äà å ÷åòåí, òúé êàòî �óíêöèÿòà
f(x) = |x| å ÷åòíà â [−1, 1], ò.å. â ïðåäñòàâÿíåòî íà p∗(x) ùå ó÷àñòâàòñàìî ÷åòíèòå ñòåïåíè íà x. Òîãàâà òúðñåíèÿò ïîëèíîì ùå èìà âèäà
p∗(x) = ax2 + b. Ñúãëàñíî Òåîðåìàòà íà ×åáèøîâ p∗(x) ùå èìà è ïåòòî÷êè íà àëòåðíàíñ −1 ≤ x0 < x1 < x2 < x3 < x4 ≤ 1. Ëåñíî ñåñúîáðàçÿâà, ÷å ïîâåäåíèåòî íà p∗(x) òðÿáâà äà å êàòî íà �èã. 6.2. Ïîðàäèñèìåòðèÿòà è ìîíîòîííîñòòà íà ðàçëèêàòà f(x) − p∗(x) â êðàèùàòà íàðàçãëåæäàíèÿ èíòåðâàë å ÿñíî, ÷å x0 = −1, x2 = 0, x4 = 1 è x3 = −x1.38



-1 1O x

y

-0,5 0,5

p x*( ) = x
2

+
8
1-

|x|f x( ) =

Ôèãóðà 6.2Òîãàâà óñëîâèÿòà çà àëòåðíàíñ (6.2) ïðèåìàò âèäà:
f(0) − p∗(0) = −b = −E ,

f(x3) − p∗(x3) = x3 − ax2
3 − b = E ,

f(1) − p∗(1) = 1 − a− b = −E .Ïðîïóñêàìå óñëîâèÿòà â òî÷êèòå x0 = −1 è x1, òúé êàòî òå ùå äîâåäàòäî ñúùèòå óðàâíåíèÿ, êàêòî òðåòîòî è âòîðîòî. Ñ ïî÷ëåííî èçâàæäàíåíà òðåòîòî óðàâíåíèå îò ïúðâîòî ïîëó÷àâàìå a = 1.�àçëèêàòà r(x) := f(x)−p∗(x) = |x|−ax2− b èìà ëîêàëåí åêñòðåìóìâ òî÷êàòà x3. Òîãàâà r′(x3) = 0 è x3 å êîðåí íà óðàâíåíèåòî r′(x) = 0,ò.å. çà x > 0, íà 1 − 2x = 0. Îòòóê, x3 = −1

2
.Çàìåñòâàìå â ïúðâèòå äâå óðàâíåíèÿ íà ñèñòåìàòà:

b = E

1

4
− b = E ,îòêúäåòî íàìèðàìå b = E =

1

8
. Òúðñåíèÿò ïîëèíîì íà íàé-äîáðî ðàâ-íîìåðíî ïðèáëèæåíèå å

p∗(x) = x2 +
1

8
.Ñúâñåì åñòåñòâåí å âúïðîñúò: ìîæåì ëè äà ïðèáëèæèì åäíà íåïðå-êúñíàòà �óíêöèÿ ñ ïðîèçâîëíà òî÷íîñò îòíîñíî ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿ-íèå? Îòãîâîðúò ñå ñúäúðæà â ñëåäâàùàòà òåîðåìà.39



Òåîðåìà 6.5. Íåêà f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b] �óíêöèÿ. Çàâñÿêî ε > 0 ñúùåñòâóâà ïîëèíîì p, òàêúâ ÷å
‖f − p‖ < ε .Ñëåäîâàòåëíî, ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè ìîæåì äà ïðèáëèæèì êîëêî-òî ñè èñêàìå äîáðå äàäåíà íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ.Ïðèìåð 6.3. Íåêà �óíêöèÿòà f å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [0, 1].Äà ðàçãëåäàìå ðåäèöàòà îò ïîëèíîìè, äå�èíèðàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Bn(f ;x) =
n
∑

k=0

f
(k

n

)

(

n

k

)

xk(1 − x)n−k , x ∈ [0, 1] .Ïîëèíîìèòå Bn(f ;x) ñå íàðè÷àò ïîëèíîìè íà Áåðíùàéí. Òå ñà ëèíåéíèêîìáèíàöèè íà ïîëèíîìèòå (nk)xk(1 − x)n−k, êîèòî âå÷å èçïîëçâàõìå â� 3 ïðè êîíñòðóèðàíåòî íà êðèâèòå íà Áåçè�å.Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å
‖f −Bn(f ; ·)‖ = O

( 1√
n

)

.Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 6.5 ñå îñíîâàâà íà òîçè �àêò è íà äðóãèñâîéñòâà íà ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí. Ñëåäîâàòåëíî çà äîñòàòú÷íî ãî-ëÿìî n, ñ ïîëèíîì íà Áåðíùàéí ìîæåì äà ïîñòèãíåì êàêâàòî ñè èñêàìåïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà òî÷íîñò ε ñïðÿìî ðàâíîìåðíîòî ðàçñòîÿíèå â
[0, 1]. Òîãàâà ðåäèöàòà îò ïîëèíîìè Bn(f ;x), n = 0, 1, . . . , å ðàâíîìåðíîñõîäÿùà â [0, 1] êúì �óíêöèÿòà f(x), à ñëåäîâàòåëíî è

lim
n→∞

Bn(f ;x) = f(x) , x ∈ [0, 1] .Èçïîëçâàéêè ëèíåéíà òðàíñ�îðìàöèÿ, ëåñíî ìîæåì äà íàïèøåì êàêùå èçãëåæäàò ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí çà ïðîèçâîëåí èíòåðâàë [a, b].�7. Ï�ÈÁÈÆÅÍÎ �ÅØÀÂÀÍÅ ÍÀ ÍÅËÈÍÅÉÍÈÓ�ÀÂÍÅÍÈß1. Íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ.Íàìèðàíåòî íà òî÷íî ðåàëíî ðåøåíèå (ðåàëåí êîðåí) íà íåëèíåéíîóðàâíåíèå å â îáùèÿ ñëó÷àé òðóäíà çàäà÷à. Ïîðàäè òîâà, ÷å â ïðàêòèêà-òà ñå ðàáîòè íå ñ òî÷íè ñòîéíîñòè íà âåëè÷èíè, à ñ òåõíè ïðèáëèæåíèÿ,40



è ïðè ðåøàâàíåòî íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ ìîæåì äà ïîòúðñèì äîñòà-òú÷íî äîáðî ïðèáëèæåíèå íà êîðåíà. Äåéñòâèòåëíî, èìà ðàçðàáîòåíèìåòîäè çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ è â òîçè ïà-ðàãðà� ùå ðàçãëåäàìå íÿêîè îò òÿõ.Çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ðåàëíî ðåøåíèå ξ íà äàäåíî íåëèíåéíîóðàâíåíèå
f(x) = 0 , (7.1)ò.å. óðàâíåíèå, â êîåòî �óíêöèÿòà f(x) íå å îò âèäà ax + b, ñå ðàçäåëÿíà äâå ÷àñòè.1) Ëîêàëèçèðàíå íà êîðåíà. Òîâà îçíà÷àâà, èçïîëçâàéêè âèäà íà �óí-êöèÿòà f(x), ãðà�èêàòà �è, èçñëåäâàíèÿ ñúñ ñðåäñòâàòà íà ìàòåìàòè÷åñ-êèÿ àíàëèç è äð., äà íàìåðèì îòíîñèòåëíî ½ìàëúê“ èíòåðâàë [a, b], êîéòîñúäúðæà êîðåíà ξ íà óðàâíåíèåòî (7.1).2) Óòî÷íÿâàíå íà êîðåíà. Âêëþ÷âà èçáîð íà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå

x0 è ïîñòðîÿâàíå íà ðåäèöà x0, x1, . . . , xn, . . . , îáèêíîâåíî â ðåçóëòàò íàèòåðàöèîíåí ïðîöåñ, òàêàâà ÷å
lim

n→∞
xn = ξ .Íà ïðàêòèêà ñå ïðåñìÿòàò êðàåí áðîé ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ èïðè ïðåäâàðèòåëíî èçáðàíà òî÷íîñò ε, ïðåñìÿòàíèÿòà ñå ïðåóñòàíîâÿ-âàò ïðè ïúðâîòî n, çà êîåòî ñå èçïúëíè óñëîâèåòî

|xn − xn−1| < ε .Òîãàâà çà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî ñå èçáèðà ïîñëåäíîòîíàìåðåíî ïðèáëèæåíèå, ò.å. ξ ≈ xn.Çà ñðàâíÿâàíå íà ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò ïðè ðàçëè÷íèòå ìåòîäè ñåèçïîëçâà ñëåäíàòà õàðàêòåðèñòèêà. Êàçâàìå, ÷å èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ,âîäåù äî ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ x0, x1, . . . , xn, . . .íà êîðåíà ξ íà óðàâíåíèåòî (7.1), èìà ðåä íà ñõîäèìîñò p (p > 1), àêîñúùåñòâóâàò ÷èñëà q ∈ (0, 1) è C > 0, òàêèâà ÷å
|ξ − xn| ≤ Cqpn

, n = 0, 1, 2, . . . .2. Ìåòîä íà ðàçïîëîâÿâàíåòî.�àçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî
f(x) = 0 ,41



êúäåòî �óíêöèÿòà f(x) å íåïðåêúñíàòà â èíòåðâàëà [a, b] è f(a)f(b) < 0.Òåçè óñëîâèÿ ãàðàíòèðàò ñúùåñòâóâàíåòî íà êîðåí â [a, b], êîéòî ìîæåäà íå å åäèíñòâåí. Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å â ðåçóëòàò íà ëîêàëèçèðàíå ñìåíàìåðèëè äîñòàòú÷íî ìàëúê èíòåðâàë [a, b], â êîéòî äàäåíîòî óðàâíåíèåèìà åäèíñòâåí êîðåí ξ.Ïðåñìÿòàìå ñòîéíîñòòà íà �óíêöèÿòà f â ñðåäíàòà òî÷êà íà èíòåð-âàëà [a, b], èìåííî x =
a+ b

2
. Òîãàâà, ïîðàäè �àêòà, ÷å f ïðèåìà ñòîé-íîñòè ñ ðàçëè÷íè çíàöè â êðàèùàòà a è b íà èíòåðâàëà, èìàìå ñëåäíèòåâúçìîæíè ñëó÷àè.1) Àêî f(

a+ b

2
) = 0, òî íèå ñìå íàìåðèëè òî÷íî êîðåíà ξ =

a+ b

2
.2) Àêî f(a)f(

a+ b

2
) < 0, òî ξ ∈ (a,

a+ b

2
) è ïîëàãàìå

a1 = a, b1 =
a+ b

2
.3) Àêî f(

a+ b

2
)f(b) < 0, òî ξ ∈ (

a+ b

2
, b). Òóê ïîëàãàìå

a1 =
a+ b

2
, b1 = b.Òàêà â ñëó÷àé, ÷å íå ñìå íàìåðèëè òî÷íàòà ñòîéíîñò íà êîðåíà ïî-ëó÷àâàìå èíòåðâàë [a1, b1], ñúäúðæàù êîðåíà ξ è äâà ïúòè ïî-ìàëúê îòíà÷àëíèÿ. Â òîçè èíòåðâàë îòíîâî f å íåïðåêúñíàòà è ñìåíÿ çíàöèòå ñèâ êðàèùàòà ìó. Ïîâòàðÿìå òàçè ïðîöåäóðà ìíîãîêðàòíî è ïîëó÷àâàìåðåäèöà îò âëîæåíè èíòåðâàëè

[a, b] ⊃ [a1, b1] ⊃ [a2, b3] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ · · · ,âñåêè îò êîèòî å äâà ïúòè ïî-ìàëúê îò ïðåäõîäíèÿ è ñúäúðæà êîðåíà ξ.Ñëåä n-òîòî ðàçïîëîâÿâàíå íà íà÷àëíèÿ èíòåðâàë ïîëó÷àâàìå èíòåðâàëñ äúëæèíà
bn − an =

bn−1 − an−1

2
=
bn−2 − an−2

4
= · · · =

b− a

2n
,ñúäúðæàù êîðåíà. Ñëåäîâàòåëíî ïðè

n > log2

b− a

ε
⇐⇒ b− a

2n
< ε ,42



èçáèðàéêè xn äà áúäå ïðîèçâîëíî ÷èñëî îò èíòåðâàëà [an, bn], ùå èìàìå
|ξ − xn| ≤ bn − an =

b− a

2n
< εè ξ ≈ xn ñ ãðåøêà ïî-ìàëêà îò ε.Ìåòîäúò íà ðàçïîëîâÿâàíå å ëåñåí çà ïðîãðàìèðàíå è âèíàãè ñõîäÿùïðè íàëîæåíèòå óñëîâèÿ çà �óíêöèÿòà f . Çà ðàçëèêà îò ñëåäâàùèòå ìå-òîäè, êîèòî ùå èçëîæèì, òîé å ñðàâíèòåëíî áàâíî-ñõîäÿù. Êàêòî ïîêà-çàõìå ïî-ãîðå, ìåòîäúò íà ðàçïîëîâÿâàíå èìà ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò íàãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ ñ ÷àñòíî q =

1

2
.Ïðèìåð 7.1. Ñ ìåòîäà íà ðàçïîëîâÿâàíåòî äà ñå íàìåðè ïðèáëè-æåíî ñ òî÷íîñò ε = 0,001 ïîëîæèòåëíèÿò êîðåí íà óðàâíåíèåòî

(x+ 1)2 − arctg x− 4 = 0 .Íåêà f(x) = (x+ 1)2 − arctg x− 4. Ïîíåæå
f(1) = 4 − π

4
− 4 = −π

4
< 0 è f(2) = 9 − arctg 2 − 4 > 9 − π

2
> 0,�óíêöèÿòà f(x) ñè ñìåíÿ çíàêà â èíòåðâàëà [1, 2]. Îò âèäà íà ïðîèçâîä-íàòà f ′(x) = 2(x + 1) − 1

1 + x2
ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å f ′(x) > 0 ïðè

x ∈ [0,∞) è òîãàâà f(x) å ñòðîãî ðàñòÿùà â [0,∞). Îò êàçàíîòî ñëåäâà,÷å f(x) èìà åäèíñòâåí ïîëîæèòåëåí êîðåí è òîé å â èíòåðâàëà [1, 2].Ïðåñìÿòàíèÿòà ïîêàçâàò
[a1, b1] = [1; 1,5], [a6, b6] = [1,20313; 1,21875],
[a2, b2] = [1; 1,25], [a7, b7] = [1,20313; 1,21094],
[a3, b3] = [1,125; 1,25], [a8, b8] = [1,20703; 1,21094],
[a4, b4] = [1,1875; 1,25], [a9, b9] = [1,20898; 1,21094],
[a5, b5] = [1,1875; 1,21875], [a10, b10] = [1,20898; 1,20996],êàòî b10 − a10 = 1,20996 − 1,20898 = 0,00098 < 0,001. Çà ïðèáëèæåíèåíà êîðåíà ìîæåì äà èçáåðåì êîå äà å ÷èñëî îò ïîñëåäíèÿ èíòåðâàë

[a10, b10] = [1,20898; 1,20996]. Îáèêíîâåíî ñå èçáèðà ñðåäàòà, ò.å.
ξ ≈ a10 + b10

2
=

1,20898 + 1,20996

2
= 1,20947 .Áÿõà íåîáõîäèìè 10 èòåðàöèè ñ ìåòîäà íà ðàçïîëîâÿâàíåòî, çà äàïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå íà êîðåíà ñ òî÷íîñò ε = 0,001 ñëåä êàòî ñìå ãîëîêàëèçèðàëè â èíòåðâàë [a, b] = [1, 2] ñ äúëæèíà b− a = 1.43



3. Ìåòîä íà õîðäèòå.Íåêà çà �óíêöèÿòà f â óðàâíåíèåòî
f(x) = 0ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà:(i) f(a)f(b) < 0;(ii) f ∈ C2[a, b], ò.å. f èìà íåïðåêúñíàòà âòîðà ïðîèçâîäíà â [a, b];(iii) f ′ è f ′′ èìàò ïîñòîÿíåí çíàê â [a, b].Òîãàâà óðàâíåíèåòî f(x) = 0 èìà òî÷íî åäèí êîðåí ξ â èíòåðâàëà [a, b].Óñëîâèÿòà (i)-(iii) îïðåäåëÿò ÷åòèðè âúçìîæíè ñëó÷àÿ, ñïîðåä òîâàäàëè �óíêöèÿòà f å ðàñòÿùà (f ′(x) > 0) èëè íàìàëÿâàùà (f ′(x) < 0),èçïúêíàëà (f ′′(x) > 0) èëè âäëúáíàòà (f ′′(x) > 0). Èìåííî,1) f ′(x) > 0 è f ′′(x) > 0, â êîéòî ñëó÷àé f(a) < 0 è f(b) > 0;2) f ′(x) > 0 è f ′′(x) < 0, â êîéòî ñëó÷àé f(a) < 0 è f(b) > 0;3) f ′(x) < 0 è f ′′(x) > 0, â êîéòî ñëó÷àé f(a) > 0 è f(b) < 0;4) f ′(x) < 0 è f ′′(x) < 0, â êîéòî ñëó÷àé f(a) > 0 è f(b) < 0.Çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 èçáèðàìå òîçè îò êðàèùàòà íà èíòåðâàëà

[a, b], â êîéòî èìàìå ff ′′ < 0, ò.å.
• ïðè f(a)f ′′(a) < 0, ïîëàãàìå x0 = a è ñëåäâàùèòå ïðèáëèæåíèÿïðåñìÿòàìå ïî ðåêóðåíòíèòå �îðìóëè

xn = xn−1 −
b− xn−1

f(b) − f(xn−1)
f(xn−1) , n = 1, 2 . . . ;

• ïðè f(b)f ′′(b) < 0, ïîëàãàìå x0 = b è ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæå-íèÿ ïðåñìÿòàìå ïî �îðìóëèòå
xn = xn−1 −

xn−1 − a

f(xn−1) − f(a)
f(xn−1) , n = 1, 2 . . . .Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å ìåòîäúò íà õîðäèòå å ñõîäÿù ñúñ ñêîðîñòíà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ. Íàèìåíîâàíèåòî íà òîçè ìåòîä èäâà îò ãåî-ìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ � âñÿ-êî xn ñå ÿâÿâà ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà àáñöèñàòà ñ õîðäàòà, ñâúðçâàùàòî÷êèòå: (b, f(b)) è (xn−1, f(xn−1)) ïðè x0 = a, ñúîòâåòíî (a, f(a)) è

(xn−1, f(xn−1)) ïðè x0 = b. 44



Ïðèìåð 7.2. Ñ ìåòîäà íà õîðäèòå äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ñ òî÷-íîñò ε = 0,001 ïîëîæèòåëíèÿò êîðåí íà óðàâíåíèåòî
(x+ 1)2 − arctg x− 4 = 0 .Íåêà f(x) = (x+1)2 − arctg x− 4. Êàêòî â Ïðèìåð 7.2 ëîêàëèçèðàìåêîðåíà ξ ∈ [a, b] = [1, 2]. Çà ïðîèçâîäíèòå èìàìå

f ′(x) = 2(x+ 1) − 1

1 + x2
> 0 , f ′′(x) = 2 +

2x

(1 + x2)2
> 0 , x ∈ [0,∞).Ôóíêöèÿòà f(x) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (i)-(iii) çà èíòåðâàëà [1, 2]. Ïî-íåæå f(a)f ′′(a) = f(1)f ′′(1) < 0, èçáèðàìå x0 = 1 è ïîñëåäîâàòåëíèòåïðèáëèæåíèÿ ïðåñìÿòàìå ïî �îðìóëèòå

xn = xn−1 −
2 − xn−1

f(2) − f(xn−1)
f(xn−1) , n = 1, 2 . . . .Èìàìå

x1 = 1,16788 , x2 = 1,20132 , x3 = 1,20759 , x4 = 1,20875 , x5 = 1,20896 ,êàòî x5 − x4 = 1,20896 − 1,20875 = 0,00021 < 0,001. Çà ïðèáëèæåíèå íàêîðåíà èçáèðàìå
ξ ≈ x5 = 1,20896 .Ñ ìåòîäà íà õîðäèòå áÿõà íåîáõîäèìè 5 èòåðàöèè, çà äà ïîëó÷èìïðèáëèæåíèå íà êîðåíà ñ òî÷íîñò ε = 0,001, ñëåä êàòî ñìå ãî ëîêàëèçè-ðàëè â èíòåðâàëà [a, b] = [1, 2] ñ äúëæèíà b− a = 1.4. Ìåòîä íà Íþòîí.Íåêà çà �óíêöèÿòà f â óðàâíåíèåòî

f(x) = 0 ,êàêòî è ïðè ìåòîäà íà õîðäèòå, ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà:(i) f(a)f(b) < 0;(ii) f ∈ C2[a, b], ò.å. f èìà íåïðåêúñíàòà âòîðà ïðîèçâîäíà â [a, b];(iii) f ′ è f ′′ èìàò ïîñòîÿíåí çíàê â [a, b].Òîãàâà óðàâíåíèåòî f(x) = 0 èìà òî÷íî åäèí êîðåí ξ â èíòåðâàëà [a, b]è îòíîâî ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ÷åòèðè ñëó÷àÿ â çàâèñèìîñò îò çíàöèòåíà ïðîèçîäíèòå f ′(x) è f ′′(x).Òóê çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 èçáèðàìå òîçè îò êðàèùàòà íà èí-òåðâàëà [a, b], â êîéòî èìàìå ff ′′ > 0, ò.å.45



• ïðè f(a)f ′′(a) > 0, ïîëàãàìå x0 = a,
• ïðè f(b)f ′′(b) > 0, ïîëàãàìå x0 = b,êàòî è â äâàòà ñëó÷àÿ ñëåäâàùèòå ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ ïðåñ-ìÿòàìå ïî �îðìóëèòå

xn = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(xn−1)
, n = 1, 2 . . . .Ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å òàêà îïèñàíèÿò ìåòîä íà Íþòîí èìà ðåäíà ñõîäèìîñò p = 2 (êâàäðàòè÷íà ñõîäèìîñò). Òîçè ìåòîä ïîíÿêîãà ñåíàðè÷à è ìåòîä íà äîïèðàòåëíèòå. Ïîñëåäíîòî íàèìåíîâàíèå èäâà îòãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ xn,

n = 1, 2, . . . � âñÿêî xn ñå ÿâÿâà àáñöèñà íà ïðåñå÷íàòà òî÷êà íà äîïèðà-òåëíàòà êúì ãðà�èêàòà íà �óíêöèÿòà f(x) â òî÷êàòà (xn−1, f(xn−1)) ñàáñöèñíàòà îñ.Ïðèìåð 7.3. Ñ ìåòîäà íà Íþòîí äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ñ òî÷-íîñò ε = 0,001 ïîëîæèòåëíèÿò êîðåí íà óðàâíåíèåòî
(x+ 1)2 − arctg x− 4 = 0 .Íåêà f(x) = (x+1)2 − arctg x− 4. Êàêòî â Ïðèìåð 7.2 ëîêàëèçèðàìåêîðåíà ξ ∈ [a, b] = [1, 2]. Çà ïðîèçâîäíèòå èìàìå

f ′(x) = 2(x+ 1) − 1

1 + x2
> 0 , f ′′(x) = 2 +

2x

(1 + x2)2
> 0 , x ∈ [0,∞).�óíêöèÿòà f(x) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà (i)-(iii) çà èíòåðâàëà [1, 2]. Ïî-íåæå f(b)f ′′(b) = f(2)f ′′(2) > 0 èçáèðàìå x0 = 2 è ïîñëåäîâàòåëíèòåïðèáëèæåíèÿ ïðåñìÿòàìå ïî �îðìóëèòå

xn = xn−1 −
f(xn−1)

f ′(xn−1)
, n = 1, 2 . . . .Èìàìå

x1 = 1,32882 , x2 = 1,21296 , x3 = 1,20902 , x4 = 1,20901 ,êàòî |x4 − x3| = |1,20901 − 1,20902| = 0,00001 < 0,001. Çà ïðèáëèæåíèåíà êîðåíà èçáèðàìå
ξ ≈ x4 = 1,20901 .Äà îòáåëåæèì, ÷å ñ ìåòîäà íà Íþòîí áÿõà íåîáõîäèìè ñàìî 4 èòå-ðàöèè, çà äà ïîëó÷èì ïðèáëèæåíèå íà êîðåíà ñ òî÷íîñò 0,00001 ñëåäëîêàëèçèðàíåòî ìó â èíòåðâàëà [a, b] = [1, 2] ñ äúëæèíà b− a = 1.46



5. Ìåòîä íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ.Íåêà å äàäåíî óðàâíåíèåòî
f(x) = 0 , (7.2)êîåòî ñ ïðåîáðàçîâàíèÿ äîâåæäàìå äî åêâèâàëåíòíîòî óðàâíåíèå
x = ϕ(x) . (7.3)Òîãàâà ξ å êîðåí íà (7.2) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ξ å êîðåí íà (7.3).Ùå îòáåëåæèì, ÷å òàêàâà òðàíñ�îðìàöèÿ ìîæå äà èçâúðøèì ïî ìíîãîíà÷èíè. Íàïðèìåð, àêî g å îáðàòèìà �óíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà è

g−1 å íåéíàòà îáðàòíà, îò (7.2) ïîëó÷àâàìå g(x) = f(x)+ g(x), îòêúäåòî
x = g−1(f(x) + g(x)), ò.å. óðàâíåíèå îò âèäà (7.3).Äà äå�èíèðàìå èòåðàöèîíåí ïðîöåñ ïðè äàäåíî íà÷àëíî ïðèáëèæå-íèå x0 ñ ðåêóðåíòíèòå �îðìóëè

xn = ϕ(xn−1) , n = 1, 2, . . . . (7.4)Íåêà ϕ(x) å íåïðåêúñíàòà �óíêöèÿ è ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíèòåïðèáëèæåíèÿ x0, x1, . . . , xn, . . . å ñõîäÿùà, ñ ãðàíèöà
ξ = lim

n→∞
xn .Ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè n→ ∞ â ðàâåíñòâîòî (7.4) ïîëó÷àâàìå, ÷å

ξ = ϕ(ξ) ,ò.å. ξ å êîðåí íà óðàâíåíèåòî (7.3), à ñëåäîâàòåëíî è íà åêâèâàëåíòíîòîìó (7.2). Â òàêúâ ñëó÷àé, ïðè çàäàäåíà òî÷íîñò ε îò íÿêîé íîìåð íà èí-äåêñà íàòàòúê âñè÷êè ïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ ùå óäîâëåòâîðÿâàòíåðàâåíñòâîòî
|ξ − xn| < ε .Îïèñàíèÿò ìåòîä çà ðåøàâàíå íà äàäåíî íåëèíåéíî óðàâíåíèå ñåíàðè÷à ìåòîä íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ, à �óíêöèÿòà ϕ(x) � èòåðèðà-ùà �óíêöèÿ. Èäåÿòà íà ìåòîäà å ïðèëîæèìà è êúì äðóãè çàäà÷è îòîáëàñòòà íà ÷èñëåíèòå ìåòîäè � ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà ñèñòåìè ëè-íåéíè óðàâíåíèÿ, ñèñòåìè íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ è äð.Îñòàíà äà èçÿñíèì âúïðîñà ïðè êàêâè óñëîâèÿ èòåðàöèîííèÿò ïðî-öåñ (7.4) å ñõîäÿù. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà äàâà åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèåçà òîâà. 47



Òåîðåìà 7.1. Íåêà ϕ : [a, b] → [a, b] è ϕ èìà íåïðåêúñíàòà ïðîèç-âîäíà â [a, b]. Íåêà q å ÷èñëî, 0 < q < 1, òàêîâà ÷å
|ϕ′(x)| ≤ q çà âñÿêî x ∈ [a, b] .Òîãàâà èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ (7.4) å ñõîäÿù êúì åäèíñòâåíèÿ êîðåí íàóðàâíåíèåòî (7.3), ïðè òîâà çà ïðîèçâîëíî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå x0 îòèíòåðâàëà [a, b].Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Äà ïðèëîæèì Òåîðåìàòà çà êðàéíèòå íàðàñò-âàíèÿ çà �óíêöèÿòà ϕ(x) â èíòåðâàëà [xn−1, xn] ñ êðàèùà äâå ïîñëåäîâà-òåëíè ïðèáëèæåíèÿ, ïîëó÷åíè ïî �îðìóëèòå (7.4). Òîãàâà ñúùåñòâóâàòî÷êà ηn−1 ∈ (xn−1, xn) ⊂ [a, b], òàêà ÷å

xn − xn−1 = ϕ(xn−1) − ϕ(xn−2) = (xn−1 − xn−2)ϕ
′(ηn−1) .Îò íåðàâåíñòâîòî

|xn − xn−1| = |xn−1 − xn−2| |ϕ′(ηn−1)| ≤ |xn−1 − xn−2|q ,ïðèëîæåíî ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå
|xn − xn−1| ≤ |xn−1 − xn−2|q ≤ |xn−2 − xn−3|q2 ≤ · · · ≤ |x1 − x0|qn ,ò.å.

|xn − xn−1| ≤ |x1 − x0|qn ≤ (b− a)qn , n = 1, 2, . . . .�àçãëåæäàìå ÷èñëîâèÿ ðåä
x0 + (x1 − x0) + · · · + (xn − xn−1) + · · · .Òîé å ñõîäÿù, çàùîòî ñå ìàæîðèðà îò ñóìàòà íà áåçêðàéíà ãåîìåòðè÷íàïðîãðåñèÿ

∞
∑

n=0

(b− a)qnñ ÷àñòíî q, 0 < q < 1. Ñëåäîâàòåëíî è ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíèòå ìóñóìè, à èìåííî x0, x1, . . . , xn, . . . , å ñõîäÿùà êúì íÿêàêâî ÷èñëî ξ. Êàêòîâå÷å ïîêàçàõìå, ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä â (7.4) ïîëó÷àâàìå, ÷å ξ å êîðåí íàóðàâíåíèåòî (7.3). Åäèíñòâåíîñòòà íà êîðåíà ξ ñå äîêàçâà ëåñíî.Ïðèìåð 7.4. Óðàâíåíèåòî x + lnx = 0 èìà åäèíñòâåí êîðåí ξ ∈
[
1

4
,
3

4
]. Äå�èíèðàìå èòåðàöèîííè ïðîöåñè ñ ðåêóðåíòíèòå �îðìóëè:

1) xn = − lnxn−1 ; 2) xn = e−xn−1 ; 3) xn =
1

2
(xn−1 + e−xn−1) .48



Êîÿ îò �îðìóëèòå òðÿáâà äà èçïîëçâàìå?1) Â òîçè ñëó÷àé ϕ(x) = − lnx, ϕ′(x) = − 1

x
, |ϕ′(x)| =

1

x
≥ 4

3
> 1 çàâñÿêî x ∈ [

1

4
,
3

4
]. Ñëåäîâàòåëíî íèùî íå íè ãàðàíòèðà, ÷å èòåðàöèîííèÿòïðîöåñ ùå áúäå ñõîäÿù.2) Ñåãà ϕ(x) = e−x, ϕ′(x) = −e−x, |ϕ′(x)| = e−x ≤ e−1/4 ≈ 0,779 < 1çà âñÿêî x ∈ [

1

4
,
3

4
]. Ñëåäîâàòåëíî èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ ùå áúäå ñõîäÿùïðè ïðîèçâîëåí èçáîð íà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå îò [

1

4
,
3

4
].3) Òóê ϕ(x) =

1

2
(x+e−x), ϕ′(x) =

1

2
(1−e−x), |ϕ′(x)| =

1

2
(1−e−x) ≤

1

2
(1 − e−3/4) ≈ 0,528 < 1 çà âñÿêî x ∈ [

1

4
,
3

4
]. Èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ ùåáúäå ñõîäÿù ïðè ïðîèçâîëåí èçáîð íà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå îò [

1

4
,
3

4
].Ìîæåì äà ðåøèì ïðèáëèæåíî ñ ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ äà-äåíîòî óðàâíåíèå, êàòî èçïîëçâàìå ïðîèçâîëíî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå

x0 ∈ [
1

4
,
3

4
] êàêòî ñ �îðìóëèòå 2), òàêà è ñ 3). Òúé êàòî ìàæîðàíòàòà íà

|ϕ′(x)| â ïîñëåäíèÿ ñëó÷àé å ïî-ìàëêà, èçïîëçâàíåòî íà �îðìóëèòå 3)ùå íè äàäå ïî-áúðçà ñõîäèìîñò íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ êúì êîðåíà íàóðàâíåíèåòî.Ïðèìåð 7.5. Ñ ìåòîäà íà ïðîñòàòà èòåðàöèÿ äà ñå íàìåðè ïðèáëè-æåíî ñ òî÷íîñò ε = 0,001 ïîëîæèòåëíèÿò êîðåí íà óðàâíåíèåòî
(x+ 1)2 − arctg x− 4 = 0 .Êàêòî â Ïðèìåð 7.2 ëîêàëèçèðàìå êîðåíà ξ ∈ [a, b] = [1, 2]. Äà ïðå-îáðàçóâàìå äàäåíîòî óðàâíåíèå â åêâèâàëåíòíîòî ïðè x > 0 óðàâíåíèå
x =

√

4 + arctg x− 1 .Äà ïîëîæèì
ϕ(x) =

√

4 + arctg x− 1è äà ðàçãëåäàìå èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ, äå�èíèðàí ñ ðàâåíñòâàòà
xn = ϕ(xn−1) =

√

4 + arctg xn−1 − 1 , n = 1, 2, . . . ,êúäåòî íà÷àëíîòî ïðèáëèæåíèå x0 å ïðîèçâîëíî ÷èñëî îò èíòåðâàëà
[1, 2]. Ïðåñìÿòàìå ïðîèçâîäíàòà

ϕ′(x) =
1

2(1 + x2)
√

4 + arctg x
.49



Ïîíåæå ìíîæèòåëèòå 1 + x2 è √
4 + arctg x ñà ðàñòÿùè â [1, 2], òî ϕ′(x)å íàìàëÿâàùà â [1, 2]. Îòòóê

0 < ϕ′(x) ≤ ϕ′(1) =
1

4
√

4 + π/4
≈ 0,114è óñëîâèåòî çà èòåðèðàùàòà �óíêöèÿ îò Òåîðåìà 7.1 å èçïúëíåíî. Èìà-ìå

|ϕ′(x)| < q = 0,12 < 1 .Ñëåäîâàòåëíî èòåðàöèîííèÿò ïðîöåñ å ñõîäÿù ïðè ïðîèçâîëíî íà÷àëíîïðèáëèæåíèå x0 ∈ [1, 2].Åòî ðåçóëòàòèòå îò èç÷èñëåíèÿòà ïðè íà÷àëíè ïðèáëèæåíèÿ x0 = 1,
x0 = 1,5 è x0 = 2.

x0 = 1

x1 = 1,18756

x2 = 1,20702

x3 = 1,20883

x4 = 1,209

x0 = 1,5

x1 = 1,23222

x2 = 1,21112

x3 = 1,20921

x4 = 1,20903

x0 = 2

x1 = 1,2599

x2 = 1,21357

x3 = 1,20943

x4 = 1,20905�8. Ï�ÈÁÈÆÅÍÎ �ÅØÀÂÀÍÅ ÍÀ ÑÈÑÒÅÌÈÍÅËÈÍÅÉÍÈ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÄà ðàçãëåäàìå ñèñòåìà îò äâå óðàâíåíèÿ ñ äâå íåèçâåñòíè x è y
∣

∣

∣

∣

f(x, y) = 0 ,
g(x, y) = 0 ,

(8.1)êúäåòî �óíêöèèòå f(x, y) è g(x, y) íå ñà ëèíåéíè.Íàìèðàíåòî íà òî÷íî ðåøåíèå (ξ, η) íà òàêàâà ñèñòåìà ìîæå äà íè ñåóäàäå ñàìî â íÿêîè ìíîãî ñïåöèàëíè ñëó÷àè. À êàêâî äà ïðàâèì, êîãàòîíå ìîæåì äà íàìåðèì òî÷íî ðåøåíèå? Òîãàâà äà îïèòàìå äà íàìåðèìäîñòàòú÷íî äîáðî ïðèáëèæåíî ðåøåíèå.Ùå èçëîæèì åäíî îáîáùåíèå íà ìåòîäà íà Íþòîí îò ïðåäèøíèÿïàðàãðà� çà ïðèáëèæåíî ðåøàâàíå íà ñèñòåìè îò âèäà (8.1). Èìåííî,ïðè íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå (x0, y0), èçáðàíî äîñòàòú÷íî áëèçî äî ðåøå-íèåòî (ξ, η) íà ñèñòåìàòà (8.1), ùå ïîñòðîèì ðåäèöà îò ïîñëåäîâàòåëíè50



ïðèáëèæåíèÿ (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn), . . . , òàêà ÷å
lim

n→∞
(xn, yn) = (ξ, η) .Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñìå íàìåðèëè (n−1)-òî ïðèáëèæåíèå (xn−1, yn−1)è òî å äîñòàòú÷íî áëèçî äî òî÷íîòî ðåøåíèå (ξ, η) íà (8.1). Ïîëàãàìå çàóäîáñòâî

fn−1 = f(xn−1, yn−1) , gn−1 = g(xn−1, yn−1) ,

∂fn−1

∂x
=
∂f(xn−1, yn−1)

∂x
,

∂gn−1

∂x
=
∂g(xn−1, yn−1)

∂x
,

∂fn−1

∂y
=
∂f(xn−1, yn−1)

∂y
,

∂gn−1

∂y
=
∂g(xn−1, yn−1)

∂yè ðàçâèâàìå íà �óíêöèèòå f(x, y) è g(x, y) îêîëî òî÷êàòà (xn−1, yn−1)ïî �îðìóëàòà íà Òåéëîð:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x, y) = fn−1 +
∂fn−1

∂x
(x− xn−1) +

∂fn−1

∂y
(y − yn−1) +Rn−1(f) ,

g(x, y) = gn−1 +
∂gn−1

∂x
(x− xn−1) +

∂gn−1

∂y
(y − yn−1) +Rn−1(g) .Ïðåíåáðåãâàìå îñòàòúöèòå Rn−1(f) è Rn−1(g) è îò ñèñòåìàòà íåëèíåéíèóðàâíåíèÿ (8.1) ïîëó÷àâàìå ëèíåéíàòà ñèñòåìà

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

fn−1 +
∂fn−1

∂x
(x− xn−1) +

∂fn−1

∂y
(y − yn−1) = 0 ,

gn−1 +
∂gn−1

∂x
(x− xn−1) +

∂gn−1

∂y
(y − yn−1) = 0 .

(8.2)Èçáèðàìå ñëåäâàùîòî ïðèáëèæåíèå (xn, yn) íà (ξ, η) äà áúäå ðåøåíè-åòî íà ëèíåéíàòà ñèñòåìà (8.2) è òàêà çà âñÿêî n = 1, 2, . . . . Ïî òàêúâíà÷èí ïðèáëèæåíîòî ðåøàâàíå íà åäíà íåëèíåéíà ñèñòåìà îò âèäà (8.1)ñâåæäàìå äî ìíîãîêðàòíî ðåøàâàíå íà ëèíåéíà ñèñòåìà îò âèäà (8.2).Ïðè çàäàäåíà òî÷íîñò ε > 0 èç÷èñëåíèÿòà ïðîäúëæàâàò äîêàòî äâåïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ ñå îêàæàò íà ðàçñòîÿíèå, ïî-ìàëêî îò ε.Àêî èçïîëçâàìå Åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå â ðàâíèíàòà, óñëîâèåòî ùå èìàâèäà
√

(xn − xn−1)2 + (yn − yn−1)2 < ε .Òîãàâà çà ïðèáëèæåíî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (8.1) ñ îïèñàíèÿ ìåòîäïîñî÷âàìå ïîñëåäíîòî ïðåñìåòíàòî ïðèáëèæåíèå (xn, yn), ò.å.
(ξ, η) ≈ (xn, yn) ⇐⇒ ξ ≈ xn è η ≈ yn .51



Ñåãà ùå äàäåì äèðåêòíè ðåêóðåíòíè �îðìóëè çà íàìèðàíåòî íà n-òîòî ïðèáëèæåíèå îò (n− 1)-òî. Äà íàïèøåì ëèíåéíàòà ñèñòåìà (8.2) âìàòðè÷åí âèä, êàòî çàìåíèì íåèçâåñòíèòå (x, y) ñ ðåøåíèåòî (xn, yn):
(

fn−1

gn−1

)

+







∂fn−1

∂x

∂fn−1

∂y
∂gn−1

∂x

∂gn−1

∂y







(

xn − xn−1

yn − yn−1

)

=

(

0
0

)

.Ïðè ïðåäïîëîæåíèåòî çà îáðàòèìîñò íà êâàäðàòíàòà ìàòðèöà
Φn−1 =







∂fn−1

∂x

∂fn−1

∂y
∂gn−1

∂x

∂gn−1

∂y





ïîëó÷àâàìå
(

xn − xn−1

yn − yn−1

)

= −







∂fn−1

∂x

∂fn−1

∂y
∂gn−1

∂x

∂gn−1

∂y







−1
(

fn−1

gn−1

)

.Îòòóê, àêî Φ−1
n−1 å îáðàòíàòà íà Φn−1, íàìèðàìå

(

xn

yn

)

=

(

xn−1

yn−1

)

− Φ−1
n−1 ·

(

fn−1

gn−1

)

, n = 1, 2, . . . . (8.3)Ôîðìóëèòå (8.3) ñà àíàëîã íà ðåêóðåíòíèòå �îðìóëè çà ïðèáëèæåíîðåøàâàíå íà íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ îò ìåòîäà íà Íþòîí. Ïî òàçè ïðè÷è-íà, îïèñàíèÿò ìåòîä çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà íåëèíåéíè ñèñòåìè ñúùîå èçâåñòåí êàòî ìåòîä íà Íþòîí.Äðóãî ïðåäèìñòâî íà �îðìóëèòå (8.3) å, ÷å ëåñíî ñå îáîáùàâàò çàíåëèíåéíà ñèñòåìà îò k óðàâíåíèÿ ñ k íåèçâåñòíè. Äà ðàçãëåäàìå ñèñ-òåìàòà
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f1(x1, x2, . . . , xk) = 0 ,
f2(x1, x2, . . . , xk) = 0 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
fk(x1, x2, . . . , xk) = 0 .

(8.4)Íåêà Ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξk) å òî÷íî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà. Ïðè íà÷àëíîïðèáëèæåíèå X(0) = (x
(0)
1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
k ), äîñòàòú÷íî áëèçî äî òî÷íîòî52



ðåøåíèå Ξ, ïîñòðîÿâàìå ðåäèöà X(n) = (x
(n)
1 , x

(n)
2 , . . . , x

(n)
k ), n = 1, 2, . . .òàêà ÷å

lim
n→∞

X(n) = Ξ .Àêî îçíà÷èì
Φ(X) =





















∂f1(X)

∂x1

∂f1(X)

∂x2
. . .

∂f1(X)

∂xk

∂f2(X)

∂x1

∂f2(X)

∂x2
. . .

∂f2(X)

∂xk

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂fk(X)

∂x1

∂fk(X)

∂x2
. . .

∂fk(X)

∂xk





















, F (X) =











f1(X)

f2(X)

. . . . . .

fk(X)











,

Φn−1 = Φ(X(n−1)) , Fn−1 = F (X(n−1))è Φ−1
n−1 å îáðàòíàòà íà ìàòðèöàòà Φn−1, òî ïîëó÷àâàìå

X(n) = X(n−1) − Φ−1
n−1 · Fn−1 , n = 1, 2, . . . . (8.5)Âúïðîñúò ñúñ ñõîäèìîñòòà íà èòåðàöèîííèÿ ïðîöåñ ïðè ìåòîäà íàÍþòîí çà íåëèíåéíè ñèñòåìè ñòîè ïî-ñëîæíî. Íÿìà îáùè è óäîáíè çàïðîâåðÿâàíå óñëîâèÿ, êîèòî äà íè ãàðàíòèðàò ñõîäèìîñò íà ðåäèöàòà îòïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæåíèÿ êúì ðåøåíèåòî íà ñèñòåìàòà. Íà ïðàê-òèêà ñå ïðîöåäèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: ïðîãðàìàòà, ðåàëèçèðèðàùà ìå-òîäà, ñå ñòàðòèðà ñ íÿêàêâî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå è àêî ðåäèöàòà îòïîñëåäîâàòåëíè ïðèáëèæåíèÿ ñå îêàæå ðàçõîäÿùà, ñìåíÿ ñå íà÷àëíîòîïðèáëèæåíèå è ïðîãðàìàòà ñå ñòàðòèðà îòíîâî; ïðîäúëæàâà ñå â ñúùèÿäóõ äîêàòî ñå ïîïàäíå íà ïîäõîäÿùî íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå, çà êîåòîïðîöåñúò å ñõîäÿù. Çà äîáðèÿ èçáîð íà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå ìîæå äàèçïîëçâàìå ñðåäñòâàòà íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç, ïðîãðàìà çà âèçóàëè-çàöèÿ íà ãðà�èêè íà �óíêöèè íà äâå ïðîìåíëèâè è äðóãè ñúîáðàæåíèÿ.Ïðèìåð 8.1. Ñ ìåòîäà íà Íþòîí äà ñå íàìåðè ïðèáëèæåíî ñ òî÷-íîñò ε = 0,001 ðåøåíèåòî (ξ; η) íà ñèñòåìàòà

∣

∣

∣

∣

x2 − 4x+ y2 = 0 ,
x2 + y2 + 6x− 2y − 6 = 0 ,êàòî çà íà÷àëíî ïðèáëèæåíèå å èçáðàíî X0 = (x0; y0) = (1; 1).Çà X = (x; y) èìàìå

F (X) = F (x, y) =

(

f(x, y)
g(x, y)

)

=

(

x2 − 4x+ y2

x2 + y2 + 6x− 2y − 6

)

,53



Φ(X) = Φ(x, y) =







∂f

∂x

∂f

∂y
∂g

∂x

∂g

∂y






=

(

2x− 4 2y
2x+ 6 2y − 2

)

.Ïðè ïúðâàòà èòåðàöèÿ íàìèðàìå X1:
F0 = F (1, 1) =

(

−2
0

)

, Φ0 = Φ(1, 1) =

(

−2 2
8 0

)

, Φ−1
0 =

(

0 0,125
0,5 0,125

)

,

X1 = X0 − Φ−1
0 · F0 =

(

1
1

)

−
(

0 0,125
0,5 0,125

)

·
(

−2
0

)

=

(

1
2

)

.Àíàëîãè÷íî çà X2 èìàìå:
F1 = F (1, 2) =

(

1
1

)

, Φ1 = Φ(1, 2) =

(

−2 4
8 2

)

, Φ−1
1 =

(

−0,056 0,111
0,222 0,056

)

,

X2 = X1 − Φ−1
1 · F1 =

(

1
2

)

−
(

−0,056 0,111
0,222 0,056

)

·
(

1
1

)

=

(

0,944
1,722

)

;çà X3:
F2 = F (0,944, 1,722) =

(

0,080
0,080

)

,

Φ2 = Φ(0,944, 1,722) =

(

−2,111 3,444
7,889 1,444

)

, Φ−1
2 =

(

−0,048 0,114
0,261 0,070

)

,

X3 = X2−Φ−1
2 ·F2 =

(

0,944
1,722

)

−
(

−2,111 3,444
7,889 1,444

)

·
(

0,080
0,080

)

=

(

0,940
1,696

)

;çà X4:
F3 = F (0,940, 1,696) =

(

0,001
0,001

)

,

Φ3 = Φ(0,944, 1,722) =

(

−2,122 3,391
7,878 1,391

)

, Φ−1
3 =

(

−0,047 0,114
0,266 0,072

)

,

X4 = X3−Φ−1
3 ·F3 =

(

0,940
1,696

)

−
(

−0,047 0,114
0,266 0,072

)

·
(

0,001
0,001

)

=

(

0,939
1,695

)

.Ako  ‖X − Y ‖ îçíà÷èì åâêëèäîâîòî ðàçñòîÿíèå ìåæäó òî÷êèòå X è
Y â ðàâíèíàòà, çà ðàçñòîÿíèÿòà ìåæäó ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðèáëèæå-íèÿ èìàìå: ‖X1 − X0‖ = 1, ‖X2 − X1‖ = 0,283, ‖X3 − X2‖ = 0,027,
‖X4 − X3‖ = 0,0003. Ñëåäîâàòåëíî òî÷íîñò ε = 0,001 äîñòèãàìå ñëåä÷åòâúðòàòà èòåðàöèÿ è ìîæåì äà ïðèåìåì, ÷å (ξ; η) ≈ X4, ò.å.

(ξ; η) ≈ (0,939; 1,695) .54


