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�1. ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÀÖÈß ÍÀ ËÀÏËÀÑ

Îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå å ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò, îñíîâàâàù ñå íà
òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ, ñ êîéòî ìîãàò äà áúäàò ðåøàâàíè ìíîãî
òåîðåòè÷íè è ïðèëîæíè çàäà÷è îò îáëàñòèòå íà ìàòåìàòèêàòà, åëåêòðî-
òåõíèêàòà, ìåõàíèêàòà è äð. Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ùå èçëîæèì îñíîâèòå
íà òîçè ìåòîä è ùå ïðåäñòàâèì íÿêîè íåãîâè ïðèëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Îðèãèíàë ùå íàðè÷àìå âñÿêà ôóíêöèÿ f(t) íà åäíà
ðåàëíà ïðîìåíëèâà t, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà:

(i) f(t) å åäíîçíà÷íà, íà÷àñòè íåïðåêúñíàòà çàåäíî ñ ïðîèçâîäíèòå ñè
äî n-òè ðåä âêëþ÷èòåëíî ôóíêöèÿ â (−∞,∞);

(ii) f(t) = 0 çà âñÿêî t < 0;

(iii) f(t) å èëè îãðàíè÷åíà, èëè ðàñòå íåîãðàíè÷åíî ïðè t → ∞, íî
íå ïî-áúðçî îò åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ, ò. å. ñúùåñòâóâàò ÷èñëà
M > 0 è σ > 0, òàêèâà ÷å |f(t)| < Meσt, t > 0.

Îïðåäåëåíèå. Îáðàç íà ôóíêöèÿ-îðèãèíàë f(t) ùå íàðè÷àìå ôóí-
êöèÿòà F (p), äåôèíèðàíà ñ èíòåãðàëà íà Ëàïëàñ

F (p) =
∫ ∞

0

e−ptf(t) dt ,

êúäåòî ïðîìåíëèâàòà p â îáùèÿ ñëó÷àé å êîìïëåêñíà, êàòî p = σ + iτ ,
ò. å. σ = Re p è τ = Im p.
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Îïåðàöèÿòà, ïðè êîÿòî íà îðèãèíàëà f(t) ñúïîñòàâÿìå ôóíêöèÿ F (p),
ñå íàðè÷à òðàíñôîðìàöèÿ íà Ëàïëàñ è ñå îçíà÷àâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
f(t) 7−→ F (p). Èçïîëçâàò ñå è îçíà÷åíèÿòà F (p) = f̄(t), F (p) = L[f(t)],
êúäåòî L å îïåðàòîðúò íà Ëàïëàñ, èçâúðøâàù ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó
îðèãèíàëà è îáðàçà.

Â ñëåäâàùèòå íÿêîëêî ïðèìåðà ùå íàìåðèì îáðàçèòå íà íÿêîè åëå-
ìåíòàðíè ôóíêöèè, êàòî âèíàãè ùå ñ÷èòàìå f(t) = 0 çà t < 0 ñúãëàñíî
óñëîâèåòî (ii).

Ïðèìåð 1.1. f(t) = 1. Èìàìå

F (p) =
∫ ∞

0

e−pt dt = lim
x→∞

∫ x

0

e−pt dt = − lim
x→∞

1
p

e−pt
∣∣x
0

=

= −1
p

(
lim

x→∞
e−px − e0

)
= −1

p
(0− 1) =

1
p

,

ò. å. 1 7−→ 1
p
, èëè L[1] =

1
p
.

Ïðèìåð 1.2. Íåêà f(t) = eαt. Òîãàâà

F (p) =
∫ ∞

0

e−pteαt dt =
∫ ∞

0

e−(p−α)t dt =
1

p− α
.

Ñëåäîâàòåëíî eαt 7−→ 1
p− α

.

Ïðèìåð 1.3. Íåêà f(t) = tn. Ñ n-êðàòíî ïîñëåäîâàòåëíî èíòåãðè-
ðàíå ïî ÷àñòè ïîëó÷àâàìå:

F (p) =
∫ ∞

0

e−pttn dt = lim
x→∞

∫ x

0

e−pttn dt = −1
p

lim
x→∞

∫ x

0

tn de−pt =

= −1
p

lim
x→∞

(
e−pttn

∣∣x
0
−

∫ x

0

e−pt dtn
)

=

= −1
p

lim
x→∞

(
e−pxxn − e0 0n − n

∫ x

0

e−pttn−1 dt
)

=

=
n

p

∫ x

0

e−pttn−1 dt = · · · = n(n− 1)
p2

∫ x

0

e−pttn−2 dt = · · · =

=
n!

pn+1
.

Ñëåäîâàòåëíî tn 7−→ n!
tn+1

.
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Ïðèìåð 1.4. Îáðàçúò íà ôóíêöèÿòà f(t) = ta, êúäåòî a > −1, ñå
èçðàçÿâà ÷ðåç ãàìà-ôóíêöèÿòà

Γ(a) =
∫ ∞

0

e−tta−1 dt .

Òàçè ôóíêöèÿ èìà íå ìàëêî ïðèëîæåíèÿ â òåîðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå,
êîìïëåêñíèÿ àíàëèç è äð. Íÿêîè îò íàé-èíòåðåñíèòå ñâîéñòâà íà ãàìà-
ôóíêöèÿòà ñà:

1) Γ(a + 1) = aΓ(a);
2) Γ(n + 1) = n! ïðè åñòåñòâåíî n;

3) Γ(1/2) =
√

π.

Ùå èçâåäåì ôîðìóëàòà çà îáðàçà íà f(t) = ta ïðè p > 0, êàòî ïàê
ùå íàïðàâèì óòî÷íåíèåòî, ÷å òÿ å â ñèëà è çà ïðîèçâîëíî êîìïëåêñíî
÷èñëî p. Èìàìå

F (p) =
∫ ∞

0

e−ptta dt =
∫ ∞

0

e−τ
(τ

p

)a 1
p

dτ =
1

pa+1

∫ ∞

0

e−ττa dτ =

=
Γ(a + 1)

pa+1
.

Ñëåäîâàòåëíî ta 7−→ Γ(a + 1)
pa+1

.

�2. ÎÑÍÎÂÍÈ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÍÀ ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÀÖÈßÒÀ
ÍÀ ËÀÏËÀÑ

1. Ëèíåéíîñò.

Íåêà F1(p), F2(p), . . . , Fn(p) ñà îáðàçè ñúîòâåòíî íà ôóíêöèèòå f1(t),
f2(t), . . . , fn(t) ïðè òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ, ò. å.

L[fk(t)] = Fk(p) , k = 1, 2, . . . , n

è C1, C2, . . . , Cn ñà êîíñòàíòè. Òîãàâà îò ëèíåéíèòå ñâîéñòâà íà èíòåã-
ðàëà âåäíàãà ñëåäâà ñâîéñòâîòî

L[C1f1(t)+C2f2(t)+ · · ·+Cnfn(t)] = C1F1(p)+C2F2(p)+ · · ·+CnFn(p) .
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Ïðèìåð 2.1. Äà ñå íàìåðÿò îáðàçèòå íà õèïåðáîëè÷íèÿ ñèíóñ è íà
õèïåðáîëè÷íèÿ êîñèíóñ ïðè òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ. Òúé êàòî

sh t =
et − e−t

2
=

1
2

et − 1
2

e−t ,

îò ôîðìóëàòà èçâåäåíà â Ïðèìåð 1.2 ïîëó÷àâàìå

L[sh t] = L
[1
2

et−1
2

e−t
]

=
1
2

L[et]−1
2

L[e−t] =
1
2

( 1
p− 1

− 1
p + 1

)
=

1
p2 − 1

,

èëè sh t 7−→ 1
p2 − 1

.

Àíàëîãè÷íî,

L[ch t] = L
[1
2

et +
1
2

e−t
]

=
1
2

( 1
p− 1

+
1

p + 1

)
=

p

p2 − 1
,

ò. å. ch t 7−→ p

p2 − 1
.

Ïðèìåð 2.2. Äà ñå íàìåðÿò îáðàçèòå íà sin t è cos t. Òóê ùå èçïîë-
çâàìå ïðåäñòàâÿíèÿòà

sin t =
eit − e−it

2i
, cos t =

eit + e−it

2
,

è Ïðèìåð 1.2 çà êîìïëåêñíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà α = i è α = −i.
Èìàìå

L[sin t] = L
[ 1
2i

eit − 1
2i

e−it
]

=
1
2i

( 1
p− i

− 1
p + i

)
=

1
p2 + 1

,

èëè sin t 7−→ 1
p2 + 1

.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå cos t 7−→ p

p2 + 1
.

2. Ïîäîáèå.

Íåêà L[f(t)] = F (p) è α > 0. Òîãàâà

L[f(αt)] =
∫ ∞

0

f(αt)e−pt dt =
1
α

∫ ∞

0

f(αt)e−(p/α)αt d(αt) =
1
α

F
( p

α

)
,

ò. å.

f(αt) 7−→ 1
α

F
( p

α

)
.
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Çà α < 0 ïðîöåäèðàìå ïî ñúùèÿ íà÷èí. Òàêà èçâåäåíîòî ñâîéñòâî ñå
íàðè÷à ñâîéñòâî çà ïîäîáèåòî. Ùå îòáåëåæèì, ÷å òî å âàëèäíî è çà
êîìëåêñíî α.

Ïðèìåð 2.3. Äà ñå íàìåðè îáðàçúò íà ôóíêöèÿòà f(t) = cos2 αt.

Ùå èçïîëçâàìå òðèãîíîìåòðè÷íàòà ôîðìóëà cos2 αt =
1
2
(1+cos 2αt),

Ïðèìåð 2.2 è ñâîéñòâàòà ëèíåéíîñò è ïîäîáèå:

L[cos2 αt] =
1
2
(
L[1]+L[cos 2αt]

)
=

1
2

(1
p
+

1
2α
· p( p

2α

)2

+ 1

)
=

p2 + 2α2

p(p2 + 4α2)
,

èëè cos2 αt 7−→ p2 + 2α2

p(p2 + 4α2)
.

3. Îáðàç íà ïðîèçâîäíà.

Íåêà f(t) å ôóíêöèÿ-îðèãèíàë, f(t) 7−→ F (p) è ϕ(t) = f ′(t). Òîãàâà

L[ϕ(t)] =
∫ ∞

0

e−ptϕ(t) dt =
∫ ∞

0

e−ptf ′(t) dt =
∫ ∞

0

e−pt df(t) =

=
(
e−ptf(t)

)∣∣∞
0
−

∫ ∞

0

f(t) de−pt =

= lim
t→∞

e−ptf(t)− f(0) + p

∫ ∞

0

e−ptf(t) dt =

= p L[f(t)] + lim
t→∞

e−ptf(t)− f(0) .

Òúé êàòî îðèãèíàëúò f(t) ðàñòå íå ïî-áúðçî îò åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ
ïðè t →∞, çà p äîñòàòú÷íî ãîëÿìî (èëè p ñ äîñòàòú÷íî ãîëÿìà ðåàëíà
÷àñò, â ñëó÷àé, ÷å å êîìïëåêñíî) ùå èìàìå

lim
t→∞

e−ptf(t) = 0 ,

îòêúäåòî ñëåäâà

L[ϕ(t)] = p L[f(t)]− f(0) , ò. å. f ′(t) 7−→ pF (p)− f(0) .

Ñëåä ïîñëåäîâàòåëíî n-êðàòíî èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè ëåñíî ñå ñòèãà
äî ïî-îáùàòà ôîðìóëà çà îáðàç íà n-òà ïðîèçâîäíà:

f (n)(t) 7−→ pnF (p)− pn−1f(0)− pn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0) .
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Ïðèìåð 2.4. Äà ñå íàìåðè îáðàçúò íà z(t) = y′′(t) + 4y′(t) − 3y(t)
ïðè óñëîâèÿòà y(0) = 2 è y′(0) = −5 ÷ðåç îáðàçà Y (p) íà y(t).

Ñúãëàñíî èçâåäåíàòà ôîðìóëà,

L[y(t)] = Y (p) ,

L[y′(t)] = pY (p)− 2 ,

L[y′′(t)] = p2Y (p)− 2p + 5 ,

îòêúäåòî

L[z(t)] = p2Y (p)−2p+5+4(pY (p)−2)−3Y (p) = (p2+4p−3)Y (p)−2p−3 ,

ò. å. z(t) 7−→ (p2 + 4p− 3)Y (p)− 2p− 3.

4. Îáðàç íà èíòåãðàë.

Íåêà f(t) å ôóíêöèÿ-îðèãèíàë, |f(t)| < Meσt çà t > 0 è f(t) 7−→ F (p).
Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöèÿòà, îïðåäåëåíà ÷ðåç èíòåãðàë îò f ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

ϕ(t) =
∫ t

0

f(τ) dτ .

Îò íåðàâåíñòâîòî

|ϕ(t)| =
∣∣ ∫ t

0

f(τ) dτ
∣∣ ≤ ∫ t

0

|f(τ)| dτ <

∫ t

0

Meστ dτ =
M

σ
(eσt−1) <

M

σ
eσt

ñëåäâà, ÷å ϕ(t) ñúùî å ôóíêöèÿ-îðèãèíàë. Äà ïðèëîæèì ïðàâèëîòî çà
äèôåðåíöèðàíå íà îáðàçà çà ôóíêöèÿòà ϕ(t). Àêî ϕ(t) 7−→ Φ(p), ïðåäâèä
ϕ(0) = 0, ùå ïîëó÷èì

L[ϕ′(t)] = pΦ(p) .

Òúé êàòî ϕ′(t) = f(t), òî

F (p) = L[f(t)] = pΦ(p)

è ñëåäîâàòåëíî

Φ(p) =
F (p)

p
, ò. å.

∫ t

0

f(t) dt 7−→ F (p)
p

.
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�3. δ-ÔÓÍÊÖÈß ÍÀ ÄÈÐÀÊ È ÅÄÈÍÈ×ÍÀ ÔÓÍÊÖÈß
ÍÀ ÕÅÂÈÑÀÉÄ

Çà íÿêîè ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è è òåîðåòè÷íè èçñëåäâàíèÿ å íåîáõîäèì
ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò, ìîäåëèðàù ïðîöåñè ïðè êîèòî ñòîéíîñòòà íà äà-
äåí ïàðàìåòúð íàðàñòâà ìèãíîâåíî è ñëåä òîâà îòíîâî áúðçî íàìàëÿâà.
Ñòàâà äóìà çà ò. íàð. èìïóëñíè ïðîöåñè, êàêâèòî ñðåùàìå â åëåêòðîòåõ-
íèêàòà, ìåõàíèêàòà, ôèçèêàòà è äð. Ôóíêöèÿòà ñ êîÿòî ùå èçðàçÿâàìå
ìàòåìàòè÷åñêè åäèí èìïóëñ â íàé-îáù âèä å äåôèíèðàíà è èçñëåäâàíà
îò Äèðàê.

È òàêà, çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïîëîæèòåëíè ε äà âúâåäåì ñëåäíàòà
ôóíêöèÿ

δ(t, ε) =


0 , t ∈ (−∞, 0]
1
ε

, t ∈ (0, ε)

0 , t ∈ [ε,∞)

.

Äà íàïðàâèì ãðàíè÷åí ïðåõîä, êàòî ïóñíåì ε äà êëîíè êúì 0. Ïîëó÷å-
íàòà ôóíêöèÿ ùå èìà ñòîéíîñò 0 íàâñÿêúäå áåç òî÷êàòà t = 0, êúäåòî
ãðàíè÷íàòà ôóíêöèÿ ùå ïðèåìà áåçêðàéíî ãîëÿìà ñòîéíîñò. Èìåííî
ôóíêöèÿòà

δ(t) = lim
ε→0

δ(t, ε)

ñå íàðè÷à δ-ôóíêöèÿ íà Äèðàê èëè îùå èìïóëñíà ôóíêöèÿ. Åòî åäíî
íåéíî ñâîéñòâî. Îò ðàâåíñòâîòî∫ ∞

−∞
δ(t, ε) dt =

∫ 0

−∞
0 dt +

∫ ε

0

1
ε

dt +
∫ ∞

ε

0 dt = 0 + 1 + 0 = 1 ,

â ñèëà çà âñÿêî ε > 0, ñëåä ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè ε → 0 íåïîñðåäñòâåíî
ñëåäâà ∫ ∞

−∞
δ(t) dt = 1 .

Óñïîðåäíî ñ ôóíêöèÿòà íà Äèðàê äà ðàçãëåäàìå îùå åäíà ôóíêöèÿ:

χ(t, ε) =
∫ t

−∞
δ(τ, ε) dτ .

Ëåñíî ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å òÿ ïðèåìà ñòîéíîñòè êàêòî ñëåäâà:

χ(t, ε) =


0 , t ∈ (−∞, 0]
t

ε
, t ∈ (0, ε)

1 , t ∈ [ε,∞)

.
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Ïðè ε → 0 ïîëó÷àâàìå åäèíè÷íàòà ôóíêöèÿ íà Õåâèñàéä

χ(t) = lim
ε→0

χ(t, ε) =

{
0 , t ∈ (−∞, 0)

1 , t ∈ [0,∞)
.

Ùå îòáåëåæèì, ÷å â ïðèìåðèòå ïî-ãîðå íèå íàìèðàõìå îáðàçà íå
òî÷íî íà ôóíêöèÿ f(t), à íà ïðîèçâåäåíèåòî f(t) χ(t). Ïðèïîìíÿìå, ÷å çà
óäîáñòâî ñå óñëîâèõìå äà ðàçãëåæäàìå îðèãèíàëà ñàìî ïðè t > 0, êúäåòî
å â ñèëà òúæäåñòâîòî f(t) = f(t) χ(t). Òàêà â Ïðèìåð 1.1 âñúùíîñò

íàìåðèõìå îáðàçà íà åäèíè÷íàòà ôóíêöèÿ íà Õåâèñàéä: χ(t) 7−→ 1
p
.

Îáðàçúò íà δ-ôóíêöèÿòà ïðè òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ ìîæåì
äà íàìåðèì ñ ãðàíè÷åí ïðåõîä ïðè ε → 0 âúðõó îáðàçà íà δ(t, ε). Äà
îáúðíåì âíèìàíèå íà ñëåäíàòà âðúçêà ìåæäó ôóíêöèèòå δ(t, ε) è χ(t, ε):

δ(t, ε) =
1
ε

(
χ(t)− χ(t− ε)

)
.

Òîãàâà

L[δ(t)] = lim
ε→0

L[δ(t, ε)] = lim
ε→0

L
[1
ε

(
χ(t)− χ(t− ε)

)]
=

= lim
ε→0

1
ε

(
L[χ(t)]− L[χ(t− ε)]

)
= lim

ε→0

1− e−εp

εp
= 1 ,

ò. å. δ(t) 7−→ 1.

�4. ÒÅÎÐÅÌÈ ÇÀ ÇÀÊÚÑÍÅÍÈÅÒÎ, ÏÐÅÌÅÑÒÂÀÍÅÒÎ
È ÑÂÈÂÀÍÅÒÎ

Íåêà f(t) å ôóíêöèÿ-îðèãèíàë è çà ôèêñèðàíî t0 > 0 äà ðàçãëåäàìå
ôóíêöèÿòà

g(t) =

{
0 , t < t0

f(t− t0) , t > t0
.

Ëåñíî ñå ñúîáðàçÿâà, ÷å ãðàôèêàòà íà g(t) å îòìåñòåíàòà ñ t0 íàäÿñíî
ãðàôèêà íà f(t). Àêî íà ãðàôèêèòå íà f(t) è g(t) ãëåäàìå êàòî íà ñèãíà-
ëè è ïðîìåíëèâàòà t å âðåìåòî, òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñèãíàëúò g å âñúùíîñò
ñèãíàëúò f , çàêúñíÿë âúâ âðåìåòî ñ èíòåðâàë îò âðåìå t0. Îòòóê è íà-
èìåíîâàíèåòî íà ñëåäâàùàòà òåîðåìà � òåîðåìà çà çàêúñíåíèåòî.
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Òåîðåìà 4.1. Íåêà f(t) 7−→ F (p) è t > t0. Òîãàâà çà ôóíêöèÿòà g(t),
îïðåäåëåíà ïî-ãîðå, å â ñèëà

g(t) 7−→ e−pt0F (p) .

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Èìàìå

G(p) =
∫ ∞

0

e−ptg(t) dt =
∫ t0

0

e−ptg(t) dt +
∫ ∞

t0

e−ptg(t) dt =

= 0 +
∫ ∞

t0

e−ptf(t− t0) dt =
∫ ∞

t0

e−p(τ+t0)f(τ) dτ =

= e−pt0

∫ ∞

0

e−pτf(τ) dτ = e−pt0F (p) ,

êîåòî äîêàçâà òåîðåìàòà.

Ïðèëàãàéêè ïðàâèëîòî çà ïîäîáèå è òåîðåìàòà çà çàêúñíåíèåòî ïî-
ëó÷àâàìå êàòî ñëåäñòâèå

f(αt− t0) = f
(
α(t− t0/α)

)
7−→ e(t0/α)p

α
F (

p

α
) .

Äèðåêòíî îò òàçè ôîðìóëà èçâåæäàìå

sin(at + b) 7−→ e(b/a)p a

p2 + a2
,

sh(at + b) 7−→ e(b/a)p a

p2 − a2
,

(αt− β)a 7−→ αaΓ(a + 1)
pa+1

e−(b/a)p

è äð.

Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å èçâåñòíà êàòî òåîðåìà çà ïðåìåñòâàíåòî.

Òåîðåìà 4.2. Íåêà f(t) 7−→ F (p), p0 å â îáùèÿ ñëó÷àé êîìïëåêñíà
êîíñòàíòà è g(t) = e−p0tf(t). Òîãàâà

g(t) 7−→ F (p + p0) .

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î.

G(p) =
∫ ∞

0

e−pte−p0tf(t) dt =
∫ ∞

0

e−(p+p0)tf(t) dt = F (p + p0) .

9



Äà ïðèïîìíèì, ÷å êîìïëåêñíèòå ÷èñëà ãåîìåòðè÷åñêè ìîãàò äà ñå
ïðåäñòàâÿò ñ ðàäèóñ-âåêòîðè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà. Òàêà óìíîæà-
âàéêè ôóíêöèÿòà-îðèãèíàë ñ e−p0t, âñúùíîñò èçâúðøâàìå ïðåìåñòâàíå
â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, êúäåòî ñå ìåíè p, ïî íàïðàâëåíèå íà âåêòî-
ðà p0.

Íåïîñðåäñòâåíî ïîëó÷àâàìå îáðàçèòå:

e−at cos bt 7−→ p + a

(p + a)2 + b2
, taebt 7−→ Γ(a + 1)

(p− b)a+1

è äð.

Íåêà ñåãà ñà äàäåíè îðèãèíàëèòå f(t) è g(t). Äà ðàçãëåäàìå ôóíêöè-
ÿòà

h(t) =
∫ t

0

f(τ)g(t− τ) dτ .

Îïåðàöèÿòà, ñ êîÿòî ïîëó÷èõìå h(t), ñå íàðè÷à ñâèâàíå èëè îùå êîí-
âîëþöèÿ íà ôóíêöèèòå f(t) è g(t). Ùå îòáåëåæèì, ÷å ñâèâàíå íà äâà
îðèãèíàëà å ñúùî ôóíêöèÿ-îðèãèíàë. È îùå åäíî ñâîéñòâî: ñúñ ñìÿíà
íà ïðîìåíëèâàòà â èíòåãðàëà ëåñíî ñå âèæäà, ÷å

h(t) =
∫ t

0

f(t− τ)g(τ) dτ .

Òåîðåìà 4.3 (Áîðåë). Íåêà h(t) å êîíâîëþöèÿ íà ôóíêöèèòå f(t) è
g(t), êàòî f(t) 7−→ F (p) è g(t) 7−→ G(p). Òîãàâà

h(t) 7−→ F (p)G(p) .

Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Äà ïðèëîæèì òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ êúì
ôóíêöèÿòà h(t):

H(t) =
∫ ∞

0

e−pt
( ∫ t

0

f(t− τ)g(τ) dτ
)
dt .

Ñìåíÿìå ðåäà íà èíòåãðèðàíåòî â äâîéíèÿ èíòåãðàë, êàòî 0 ≤ τ < ∞,
τ ≤ t < ∞:

H(t) =
∫ ∞

0

( ∫ ∞

τ

e−ptf(t− τ)g(τ) dt
)
dτ

è ñëåä ñìÿíàòà θ = t− τ ïîëó÷àâàìå

H(t) =
∫ ∞

0

e−pθf(θ) dθ

∫ ∞

0

e−pτg(τ) dτ = F (p)G(p) .

Ïîðàäè âèäà íà îáðàçà íà êîíâîëþöèÿòà, òàçè òåîðåìà ñå íàðè÷à
îùå è òåîðåìà çà óìíîæàâàíå íà îáðàçè.
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�5. ÒÀÁËÈÖÀ Ñ ÎÑÍÎÂÍÈÒÅ ÒÐÀÍÑÔÎÐÌÀÖÈÈ ÍÀ
ËÀÏËÀÑ

Â ïðèìåðèòå äîòóê íàìåðèõìå îáðàçèòå íà íÿêîè ôóíêöèè. Ñåãà ùå
äàäåì åäèí ïî-ïúëåí ñïèñúê îò ôîðìóëè, êîèòî ìîãàò äà áúäàò îò ïîëçà
ïðè îïåðàöèîííè èç÷èñëåíèÿ.

Îðèãèíàë 7−→ Îáðàç

χ(t) 7−→ 1
p

eat 7−→ 1
p− a

tn 7−→ n!
pn+1

ta 7−→ Γ(a + 1)
pa+1

, a > −1
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Îðèãèíàë 7−→ Îáðàç

sin at 7−→ a

p2 + a2

cos at 7−→ p

p2 + a2

sh at 7−→ a

p2 − a2

ch at 7−→ p

p2 − a2

sin(at + b) 7−→ e(b/a)p a

p2 + a2

cos(at + b) 7−→ e(b/a)p p

p2 + a2

sh(at + b) 7−→ e(b/a)p a

p2 − a2

ch(at + b) 7−→ e(b/a)p p

p2 − a2

e−at sin bt 7−→ b

(p + a)2 + b2

e−at cos bt 7−→ p + a

(p + a)2 + b2

e−at sh bt 7−→ b

(p + a)2 − b2

e−at ch bt 7−→ p + a

(p + a)2 − b2

δ(t) 7−→ 1

δ(n)(t) 7−→ pn

δ(t− t0) 7−→ e−pt0

δ(n)(t− t0) 7−→ pne−pt0
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�6. ÍÀÌÈÐÀÍÅ ÍÀ ÎÐÈÃÈÍÀËÀ ÎÒ ÍÅÃÎÂÈß ÎÁÐÀÇ

1. Ôîðìóëà íà Ðèìàí-Ìåëèí.

Ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè êîåòî îò îáðàç íàìèðàìå ôóíêöèÿ-îðèãèíàë, ñå
íàðè÷à îáðàòíà òðàíñôîðìàöèÿ íà Ëàïëàñ. Ùå äàäåì åäíà ôîðìóëà çà
íàìèðàíå íà îðèãèíàëà îò íåãîâèÿ îáðàç, êîÿòî èçïîëçâà èíòåãðèðàíå
âúðõó êîíòóð (ïðàâà) â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà.

Òåîðåìà 6.1. Íåêà f(t) 7−→ F (p) è çà âñåêè êðàåí èíòåðâàë ôóíê-
öèÿòà-îðèãèíàë f(t) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà:

(i) f(t) å íåïðåêúñíàòà èëè íà÷àñòè íåïðåêúñíàòà;

(ii) f(t) èìà êðàåí áðîé åêñòðåìóìè, ò. å. èíòåðâàëúò ìîæå äà áúäå
ðàçäåëåí íà êðàåí áðîé ïîäèíòåðâàëè, âúâ âñåêè îò êîèòî f(t) å
ìîíîòîííà.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å èíòåãðàëúò
∫∞
0

e−ptf(t) dt å ñõîäÿù çà âñÿêî p
îò ïðàâàòà γ : Re p = s â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà. Òîãàâà

1
2πi

∫
γ

eptF (p) dt =
1
2
[
f(t + 0) + f(t− 0)]

]
. (6.1)

Ôîðìóëàòà (6.1) å èçâåñòíà êàòî ôîðìóëà íà Ðèìàí-Ìåëèí. Â òî÷êè-
òå íà íåïðåêúñíàòîñò íà f èìàìå f(t) = f(t+0) = f(t−0) è ñëåäîâàòåëíî

1
2πi

∫
γ

eptF (p) dt = f(t) .

2. Òåîðåìà çà ðàçëîæåíèåòî.

Äà äîïóñíåì, ÷å å èçâåñòåí îáðàçúò F (p) íà åäíà ôóíêöèÿ-îðèãèíàë
f(t). Íàìèðàíåòî íà îðèãèíàëà ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíåòî íà ñëåäíîòî
èíòåãðàëíî óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ:∫ ∞

0

e−ptf(t) dt = F (p) . (6.2)

Ðåøàâàíåòî íà òîâà èíòåãðàëíî óðàâíåíèå â îáùèÿ ñëó÷àé å ñëîæíà
çàäà÷à, ïîðàäè êîåòî ùå ñå îãðàíè÷èì ñ íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àè, äî êîèòî
âîäÿò ãîëÿì áðîé ïðàêòè÷åñêè çàäà÷è.

Ùå îòáåëåæèì íàé-íàïðåä åäíî ñâîéñòâî íà ðåøåíèÿòà ìó. Àêî

F (p) = α1F1(p) + α2F2(p) + · · ·+ αnFn(p) ,
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α1, α2, . . . , αn ñà êîíñòàíòè è f1(t), f2(t), . . . , fn(t) ñà îðèãèíàëèòå ñúîò-
âåòíî íà F1(p), F2(p), . . . , Fn(p), îò ëèíåéíîñòòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà
Ëàïëàñ ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà f(t) = α1f1(t) + α2f2(t) + · · · + αnfn(t)
å îðèãèíàë íà F (p). Ñëåäîâàòåëíî, àêî óñïååì äà ïðåäñòàâèì äÿñíàòà
÷àñò íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå íà Ëàïëàñ (6.2) âúâ âèä íà ëèíåéíà
êîìáèíàöèÿ íà èçâåñòíè îáðàçè, âåäíàãà ùå ìîæåì äà íàïèøåì òúðñå-
íèÿ îðèãèíàë êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà ñúîòâåòíèòå îðèãèíàëè.

Äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî äÿñíàòà ñòðàíà F (p) íà (6.2) å ïðàâèë-
íà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ

F (p) =
P (p)
Q(p)

,

êúäåòî

P (p) = a0p
k + a1p

k−1 + · · ·+ ak , a0 6= 0 ,
Q(p) = b0p

n + b1p
n−1 + · · ·+ bn , b0 6= 0 , k < n .

Äà ïðåäïîëîæèì îùå, ÷å çíàìåíàòåëÿò Q(p) èìà ñàìî ïðîñòè íóëè
p1, p2, . . . , pn è ñå ðàçëàãà íà ìíîæèòåëè âúâ âèäà

Q(p) = b0(p− p1)(p− p2) · · · (p− pn) ,

Êàêòî å èçâåñòíî, ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ïðåäñòàâÿíå íà òàêàâà ðàöèî-
íàëíà ôóíêöèÿ â ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè îò âèäà

P (p)
Q(p)

=
n∑

j=1

Aj

p− pj
. (6.3)

Ùå äàäåì ÿâíè ôîðìóëè çà êîåôèöèåíòèòå Aj . Äà îçíà÷èì

Qj(p) =
Q(p)
p− pj

, ò. å. Q(p) = (p− pj)Qj(p) .

Äèôåðåíöèðàìå ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

Q′(p) = Qj(p) + (p− pj)Q′j(p)

è ñëåä ïîëàãàíå p = pj ïîëó÷àâàìå

Q′(pj) = Qj(pj) . (6.4)

Ñåãà äà óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà (6.3) ñ p− pj :

P (p)
Qj(p)

= Aj + (p− pj)
∑
i=1
i 6=j

Ai

p− pi

14



è äà ïîëîæèì â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îòíîâî p = pj . Ïîëó÷àâàìå

P (pj)
Qj(pj)

= Aj ,

îòêúäåòî âçåìàéêè ïðåäâèä (6.4) íàìèðàìå îêîí÷àòåëíî

Aj =
P (pj)
Q(pj)

.

Ñëåäîâàòåëíî äÿñíàòà ÷àñò íà óðàâíåíèåòî (6.2) ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ëè-

íåéíà êîìáèíàöèÿ íà Fj(p) =
1

p− pj
, j = 1, 2, . . . , n, âúâ âèäà

F (p) =
n∑

j=1

P (pj)
Q(pj)

1
p− pj

.

Òúé êàòî epjt 7−→ 1
p− pj

, òî ñúãëàñíî ñïîìåíàòîòî ïî-ãîðå ñâîéñòâî,

îðèãèíàë íà F (p) ùå áúäå ôóíêöèÿòà

f(t) =
n∑

j=1

P (pj)
Q(pj)

epjt . (6.5)

Èçâåäåíàòà ôîðìóëà (6.5) äàâà ðåøåíèåòî íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå
íà Ëàïëàñ â ðàçãëåäàíèÿ ñëó÷àé.

Â ñëó÷àèòå, êîãàòî îáðàçúò F (p) å ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ, êîÿòî èìà
íåðàçëîæèìè êâàäðàòíè ìíîæèòåëè, êàêòî è êîãàòî èìà êðàòíè íóëè,
ñúùî ìîæåì äà ïðèëîæèì îïèñàíèÿ ìåòîä: ðàçëàãàìå â ñóìà îò åëåìåí-
òàðíè äðîáè F (p) è çà äà íàìåðèì îðèãèíàëà, èçïîëçâàìå òàáëèöàòà ñ
îáðàçèòå íà îñíîâíèòå ôóíêöèè ïðè òðàíñôîðìàöèÿ íà Ëàïëàñ.

�7. ÏÐÈËÎÆÅÍÈß ÍÀ ÎÏÅÐÀÖÈÎÍÍÎÒÎ ÑÌßÒÀÍÅ

1. Ëèíåéíè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

Òóê ùå ïîêàæåì êàê ñúñ ñðåäñòâàòà íà îïåðàöèîííîòî ñìÿòàíå ìîæå
äà ñå ðåøàâà çàäà÷àòà íà Êîøè çà ëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
îò n-òè ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè

y(n) + a1y
(n−1) + · · ·+ an−1y

′ + any = f(t) ,

y(0) = y0 , y′(0) = y′0 , . . . , y(n−1)(0) = y
(n−1)
0 ,
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êúäåòî a1, a2, . . . , an ñà êîíñòàíòè è y(t) å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ, t ∈
[0,∞). Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å y(t) çàåäíî ñ âñè÷êè ñâîè ïðîèçâîäíè äî
n-òàòà, âêëþ÷èòåëíî, ñà ôóíêöèè-îðèãèíàëè, êàêòî è äÿñíàòà ÷àñò f(t).
Îñâåí òîâà y(t) 7−→ Y (p) è f(t) 7−→ F (p). Ùå èçïîëçâàìå ëèíåéíîñòòà
íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ è ôîðìóëèòå çà îáðàç íà ïðîèçâîäíè

L[y′(t)] = pY (p)− y(0) , L[y′′(t)] = p2Y (p)− py(0)− y′(0) , . . . .

Ïúðâî äà ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä

y′ + ay = f(t) ,

y(0) = y0 .

Ïðèëàãàìå òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ êúì äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíè-
åòî:

pY (p)− y0 + aY (p) = F (p) ,

îòêúäåòî íàìèðàìå

Y (p) =
F (p) + y0

p + a
.

Ïðèìåð 7.1. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè:

y′ + 2y = ch t ,

y(0) =
2
3

.

Òóê a = 2, y0 =
2
3
, f(t) = ch t è F (p) = L[ch t] =

p

p2 − 1
. Òîãàâà

Y (p) =

p

p2 − 1
+

2
3

p + 2
=

2(p + 2)(p− 1
2
)

3(p + 2)(p− 1)(p + 1)
=

2p− 1
3(p− 1)(p + 1)

.

Ðàçëàãàìå â ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè:

Y (p) =
1
2
· 1
p + 1

+
1
6
· 1
p− 1

.

Êàòî èçïîëçâàìå îò òàáëèöàòà ñ îñíîâíèòå òðàíñôîðìàöèè íà Ëàïëàñ,

÷å
1

p− a
= L[eat], èìàìå

L[y(t)] = Y (p) =
1
2

L[e−t] +
1
6

L[et] = L[
1
2

e−t +
1
6

et] .
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Îòòóê çà ðåøåíèåòî íà äàäåíàòà çàäà÷à íà Êîøè íàìèðàìå

y(t) =
1
2

e−t +
1
6

et .

Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä,
äî êîÿòî ñå ñòèãà â ðàçëè÷íè çàäà÷è îò ìåõàíèêàòà, åëåêòðîòåõíèêàòà
è äð.

y′′ + ay′ + by = f(t) ,

y(0) = α ,

y′(0) = β .

Ïðèëàãàìå òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ êúì äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíè-
åòî:

p2Y (p)−pα−β+a(pY (p)−α)+bY (p) = F (p) ⇔ Y (p) =
F (p)+β+(p+a)α

p2 + ap + b
.

Ïðèìåð 7.2. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè:

y′′ + y = δ(t) ,

y(0) = 1 ,

y′(0) = −2 .

Òóê a = 0, b = 1, α = 1, β = −2, f(t) = δ(t) (δ-ôóíêöèÿòà íà Äèðàê)
è F (p) = L[δ(t)] = 1. Òîãàâà

Y (p) =
p− 1
p2 + 1

=
p

p2 + 1
− 1

p2 + 1
.

Êàòî èçïîëçâàìå îò òàáëèöàòà ñ îñíîâíèòå òðàíñôîðìàöèè íà Ëàïëàñ,

÷å
p

p2 + 1
= L[cos t] è

1
p2 + 1

= L[sin t], ïîëó÷àâàìå

L[y(t)] = Y (p) = L[cos t]− L[sin t] = L[cos t− sin t] .

Îòòóê çà ðåøåíèåòî íà äàäåíàòà çàäà÷à íà Êîøè íàìèðàìå

y(t) = cos t− sin t .

Àíàëîãè÷íî çà óðàâíåíèå îò n-òè ðåä, ïðèëàãàìå òðàíñôîðìàöèÿ-
òà íà Ëàïëàñ êúì äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî, èçðàçÿâàìå îáðàçúò
Y (p) = L[y(t)] êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè è îòòàì íàìèðàìå ðå-
øåíèåòî y(t) êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà îðèãèíàëè, ÷èèòî îáðàçè ñà
ñúîòâåòíèòå åëåìåíòàðíè äðîáè.
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2. Ñèñòåìè ëèíåéíè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè.

Íåêà å äàäåíà ñèñòåìà ëèíåéíè îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíå-
íèÿ îò I ðåä ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè è íà÷àëíè óñëîâèÿ:∣∣∣∣∣∣

ẋ = ax + by + f(t) ,
ẏ = cx + dy + g(t) ,
x(0) = x0, y(0) = y0 .

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå a, b, c, d ñà ïîñòîÿííè, f(t), g(t) ñà äàäåíè ôóíêöèè-
îðèãèíàëè è x(t), y(t) ñà íåèçâåñòíèòå ôóíêöèè-îðèãèíàëè, äåôèíèðà-
íè çà t ∈ [0,∞). Êàòî èçïîëçâàìå ëèíåéíîñòòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà
Ëàïëàñ è ôîðìóëàòà çà îáðàç íà ïðîèçâîäíà

L[ẋ(t)] = pX(p)− x(0) , L[ẏ(t)] = pY (p)− y(0) ,

îò ñèñòåìàòà äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ ïîëó÷àâàìå ëèíåéíà ñèñòåìà çà
îáðàçèòå X(p), Y (p):∣∣∣∣ (p− a)X(p)− bY (p) = F (p) + x0 ,

cX(p) + (p− d)Y (p) = G(p) + y0 .

Ïî ôîðìóëèòå íà Êðàìåð ïîëó÷àâàìå

X(p) =

∣∣∣∣ F (p) + x0 −b
G(p) + y0 p− d

∣∣∣∣∣∣∣∣ p− a −b
c p− d

∣∣∣∣ , Y (p) =

∣∣∣∣ p− a F (p) + x0

c G(p) + y0

∣∣∣∣∣∣∣∣ p− a −b
c p− d

∣∣∣∣ .

Íàòàòúê ðàçëàãàìå îáðàçèòå X(p), Y (p) â ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè
è îò òàáëèöàòà ñ îñíîâíèòå òðàíñôîðìàöèè íà Ëàïëàñ âúçñòàíîâÿâàìå
îðèãèíàëèòå x(t), y(t).

Ïðèìåð 7.3. Äà ñå ðåøè çàäà÷àòà íà Êîøè:∣∣∣∣∣∣
ẋ = 2x− 2y + 1 ,
ẏ = −x + y ,
x(0) = 1, y(0) = 0 .

Â òîçè ïðèìåð ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ èìàìå: a = 2, b = −2, c = −1,

d = 1, f(t) = 1, g(t) = 0, F (p) = L[f(t)] =
1
p
, G(p) = L[g(t)] = 0. Òîãàâà

X(p) =

∣∣∣∣ 1 + 1/p 2
0 p− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ p− 2 2
1 p− 1

∣∣∣∣ , Y (p) =

∣∣∣∣ p− 2 1 + 1/p
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ p− 2 2
1 p− 1

∣∣∣∣ ,
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èëè

X(p) =
p2 − 1

(p− 3)p2
, Y (p) = − p + 1

(p− 3)p2
.

Ïðåäñòàâÿìå îáðàçèòå X(p), Y (p) êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè:

X(p) =
8
9
· 1
p− 3

+
1
3
· 1
p2

+
1
9
· 1
p

, Y (p) = −4
9
· 1
p− 3

+
1
3
· 1
p2

+
4
9
· 1
p

.

Ïîíåæå
1

p− 3
= L[e3t],

1
p2

= L[t] è
1
p

= L[1], çà ðåøåíèåòî íà äàäåíàòà

çàäà÷à íà Êîøè íàìèðàìå

x(t) =
8
9

e3t +
1
3

t +
1
9

, y(t) = −4
9

e3t +
1
3

t +
4
9

.

3. Èíòåãðî-äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

Óðàâíåíèå, â êîèòî îñâåí ïðîèçâîäíè íà íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ èìà è
èíòåãðàëè îò òàçè ôóíêöèÿ ùå íàðè÷àìå èíòåãðî-äèôåðåíöèàëíî óðàâ-
íåíèå.

Ùå ðàçãëåäàìå åäèí òàêúâ òèï óðàâíåíèÿ ñ ïðèëîæåíèÿ â åëåêòðî-
òåõíèêàòà:

y′(t) + ay(t) + b

∫ t

0

y(τ) dτ = f(t) ,

y(0) = y0 ,

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå a, b ñà ïîñòîÿííè, f(t) å äàäåíà ôóíêöèÿ-îðèãèíàë
è y(t) å íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ-îðèãèíàë, äåôèíèðàíà çà t ∈ [0,∞). Îò
ëèíåéíîñòòà íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ è ôîðìóëèòå çà îáðàç íà
ïðîèçâîäíà è èíòåãðàë

L[y′(t)] = pY (p)− y(0) , L[
∫ t

0

y(τ) dτ ] =
Y (p)

p
,

ïîëó÷àâàìå

pY (p)− y0 + aY (p) +
Y (p)

p
= F (p) .

Îòòóê íàìèðàìå îáðàçà íà ðåøåíèåòî íà äàäåíàòà çàäà÷à:

Y (p) =
p(F (p) + y0)
p2 + ap + b

.

Îðèãèíàëà y(t) âúçñòàíîâÿâàìå ñëåä ïðåäñòàâÿíå íà Y (p) ïî ïîçíàòèÿ
íà÷èí.
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Ïðèìåð 7.4. Äà ñå íàìåðè ôóíêöèÿ y(t), òàêàâà ÷å

y′(t) + 3y(t) + 2
∫ t

0

y(τ) dτ = t ,

y(0) = 0 .

Òóê a = 3, b = 2, y0 = 0, f(t) = t è F (p) = L[t] =
1
p2
. Òîãàâà

Y (p) =
p · 1

p2

p2 + 3p + 2
=

1
p(p + 1)(p + 2)

.

Îò ïðåäñòàâÿíåòî â ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè

Y (p) =
1
2
· 1
p + 2

− 1
p + 1

+
1
2
· 1
p

íàìèðàìå îðèãèíàëà

y(t) =
1
2

e−2t − e−t +
1
2

.
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