
Çàïèñêè îò ëåêöèèòå ïî ½Ñòàòèñòèêà“çà ñïåöèàëíîñò ½Èêîíîìèêà íà òðàíñïîðòà“ÎÑÍÎÂÈ ÍÀ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈÒÅîò ãë. àñ. ä-ð Äðàãî Ìèõàëåâ�1. ÊÎÌÁÈÍÀÒÎ�ÈÊÀÊîìáèíàòîðèêàòà å ðàçäåë îò Ìàòåìàòèêàòà, êîéòî íàìèðà øèðîêîïðèëîæåíèå â ìíîãî òåîðåòè÷íè è ïðèëîæíè çàäà÷è íà ðàçëè÷íè äÿëîâåîò ìàòåìàòèêàòà, �èçèêàòà, ñòàòèñòèêàòà, èêîíîìèêàòà, ìåõàíèêàòà èäð. Ùå èçëîæèì îñíîâíèòå íåéíè ïîíÿòèÿ è ùå ïðåäñòàâèì íÿêîè òåõíèïðèëîæåíèÿ è ùå ðåøèì êîíêðåòíè çàäà÷è è ïðèìåðè.Íåêà ñà íè äàäåíè n íà áðîé åëåìåíòà (îáåêòà, ÷èñëà) îò íÿêàêâîìíîæåñòâî. Ïèòàìå ñå: ïî êîëêî ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîæåì äà ïîäðåäèìòåçè îáåêòè? ßñíî å, ÷å íà ïúðâî ìÿñòî ìîæåì äà ñëîæèì âñåêè îòîáåêòèòå, ò.å. âúçìîæíîñòèòå ñà n íà áðîé. Íà âòîðî ìÿñòî ìîæåì äàïîñòàâèì âñåêè åëåìåíò îò îñòàíàëèòå (n − 1). Òîãàâà çà ïîäðåäáàòà íàïúðâèòå äâå ìåñòà âúçìîæíîñòèòå ñà n(n− 1) íà áðîé. Êàòî ðàçñúæäà-âàìå àíàëîãè÷íî, íà k-òî ìÿñòî ìîæåì äà ïîñòàâèì âñåêè îò îñòàíàëèòå
n − (k − 1) = n − k + 1 îáåêòà, ò.å. çà ïîäðåäáàòà íà ïúðâèòå k ìåñòàèìàìå n(n− 1) . . . (n− k + 1) íà áðîé âúçìîæíîñòè è â ÷àñòíîñò çà ïîñ-ëåäíîòî n-òî ìÿñòî ùå îñòàíå åäèí îáåêò. Òàêà îáåêòèòå ìîãàò äà áúäàòïîäðåäåíè ïî 1 . 2 . . . (n − 1)n = n! íà÷èíà. Ïîñëåäíîòî îçíà÷åíèå ÷åòåì½n �àêòîðèåë“, ñ êîåòî îçíà÷àâàìå ïðîèçâåäåíèåòî íà âñè÷êè åñòåñòâå-íè ÷èñëà îò 1 äî n âêëþ÷èòåëíî. Îïðåäåëÿìå 0! = 1, òîãàâà çà âñÿêîåñòåñòâåíî n å âÿðíî ðàâåíñòâîòî n! = n . (n − 1)! .Îïðåäåëåíèå. Ïåðìóòàöèÿ íà n åëåìåíòà (íàðåäåíà n-òîðêà) ùåíàðè÷àìå âñÿêà îò âúçìîæíèòå ïîäðåäáè (ñúåäèíåíèå) íà n-òå åëåìåíòà.Áðîÿò íà âñè÷êè ïåðìóòàöèè îò n åëåìåíòà ùå îòáåëÿçâàìå ñ Pn èñïîðåä ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ Pn = n! .Ïðèìåð 1.1. Êîëêî ïåòöè�ðåíè ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè öè�ðè ìîæåìäà çàïèøåì ñ öè�ðèòå 1, 2, 4, 5 è 8?Òúé êàòî öè�ðèòå, êîèòî ùå èçïîëçâàìå ñà ïåò è ÷èñëàòà ñà ïåòöè�-ðåíè, òî çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå íà áðîÿ íà ïåðìóòàöèèòå îò 51



åëåìåíòà: P5 = 5! = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 = 120. Áðîÿò íà ïåòöè�ðåíèòå ÷èñëà ñðàçëè÷íè öè�ðè, ñúñòàâåíè îò öè�ðèòå 1, 2, 4, 5 è 8 å 120.Òåçè ðàçñúæäåíèÿ ñà âàëèäíè è àêî èçïîëçâàìå êîè äà ñà ïåò ðàç-ëè÷íè îò íóëà öè�ðè (ïåòöè�ðåíî ÷èñëî íå ìîæå äà çàïî÷âà ñ íóëà).Áðîÿò íà ïåòöè�ðåíèòå ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè öè�ðè, ñúñòàâåíè îò êîè äàñà ïåò, ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíè ðàçëè÷íè îò íóëà öè�ðè å 120.Îïðåäåëåíèå. Âàðèàöèÿ íà n åëåìåíòà îò êëàñ k ùå íàðè÷àìåâñÿêà îò âúçìîæíèòå ïîäðåäáè (ñúåäèíåíèå) íà ðàçëè÷íè k îò âñè÷êè
n åëåìåíòà.Â òîçè ñëó÷àé ñúåäèíåíèÿòà ñå ðàçëè÷àâàò èëè ïî ñúñòàâà ñè èëè ïîïîäðåäáàòà ñè. Áðîÿò íà âñè÷êè âàðèàöèè íà n åëåìåíòà îò êëàñ k ùåîòáåëÿçâàìå ñ V k

n . Òîãàâà, ñúãëàñíî ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ å â ñèëà:
V k

n = n(n − 1) . . . (n − k + 1) =
n!

(n − k)!
.Ïðèìåð 1.2. Êîëêî ïåòöè�ðåíè ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè öè�ðè ìîæåìäà çàïèøåì êàòî èçïîëçâàìå öè�ðèòå îò 1 äî 9 âêëþ÷èòåëíî?Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå íà áðîÿ íà âàðèàöèèòå íà 9 åëåìåíòàîò êëàñ 5, ò.å. òðÿáâà äà íàìåðèì V 5

9 =
9!

4!
= 9 . 8 . 7 . 6 . 5 = 15120. Ñëå-äîâàòåëíî áðîÿò íà ïåòöè�ðåíèòå ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè öè�ðè, ñúñòàâåíèñ öè�ðèòå îò 1 äî 9 âêëþ÷èòåëíî å 15120.Îïðåäåëåíèå. Êîìáèíàöèÿ íà n åëåìåíòà îò êëàñ k ùå íàðè÷à-ìå âñÿêà âúçìîæíà èçâàäêà (ñúåäèíåíèå) íà ðàçëè÷íè k îò âñè÷êè nåëåìåíòà.Ñúåäèíåíèÿòà ñå ðàçëè÷àâàò ïî ñúñòàâà ñè, êàòî íå ñå èíòåðåñóâàìåîò ïîäðåäáàòà íà åëåìåíòèòå. Áðîÿò íà âñè÷êè êîìáèíàöèè íà n åëå-ìåíòà îò êëàñ k ùå áåëåæèì ñ Ck

n. Òîãàâà
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n =
V k

n

Pk
=
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=
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(n − k)! . k!
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.Ïðèìåð 1.3. Òðåíüîð ïî áàñêåòáîë ðàçïîëàãà ñ 9 ðàâíîñòîéíè ñúñ-òåçàòåëè. Êîëêî ðàçëè÷íè ñòàðòîâè ïåòîðêè ìîæå äà �îðìèðà òðåíüî-ðúò?Òúé êàòî èãðà÷èòå ñà äåâåò, à íà÷àëíàòà ïåòîðêà ñå ñúñòîè îò ïåòñúñòåçàòåëè, òî çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíå íà áðîÿ íà êîìáèíàöè-èòå íà 9 åëåìåíòà îò êëàñ 5. Ïðåñìÿòàìå:
C5

9 =
9!

4! . 5!
=

V 5
9

P5
=
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= 126 .2



Áðîÿò íà íà÷àëíèòå ïåòîðêè, êîèòî ìîæå äà �îðìèðà òðåíüîðúò å 126.Îçíà÷åíèåòî (
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) ùå ÷åòåì: ½n íàä k“. ×åñòî Ck
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) ñå íàðè÷à è
(k+1)-âè áèíîìåí êîå�èöèåíò ïðè ïîâäèãàíå íà ñòåïåí n. Îò �îðìóëàòà
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= 1 .Â ñèëà å ñëåäíîòî òúæäåñòâî, èçâåñòíî êàòî Íþòîíîâ áèíîì:
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an−kbk + · · ·+bn .Îòòóê ëåñíî ñå èçâåæäàò íÿêîè òúæäåñòâà ñ ó÷àñòèåòî íà áèíîìíèòåêîå�èöèåíòè. Íàïðèìåð:1) ïðè a = 1, b = 1 ïîëó÷àâàìå n
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).Ñåãà ùå ðàçãëåäàìå èçâàäêè ñ ïîâòîðåíèå (ñ âðúùàíå). Íåêà ñà íèäàäåíè n íà áðîé åëåìåíòà îò íÿêàêâî ìíîæåñòâî. Ïî êîëêî ðàçëè÷íèíà÷èíà ìîæåì äà íàïðàâèì èçâàäêà ñ îïðåäåëåíà äúëæèíà îò òåçè åëå-ìåíòè, àêî âñåêè ïúò ñëåä êàòî âçåìåì äàäåí åëåìåíò ãî âðúùàìå ïðèîñòàíàëèòå è çà ñëåäâàùàòà ïîçèöèÿ èçáèðàìå îòíîâî èçìåæäó âñè÷êèåëåìåíòè?Ïîíåæå ïðè ïîäðåäåíà èçâàäêà ñ äúëæèíà k çà âñÿêà ïîçèöèÿ ìî-æåì äà èçïîëçâàìå âñåêè îò n-òå åëåìåíòà, òî âúçìîæíîñòèòå ñà nk; â÷àñòíîñò ïðè n = k èìàìå nn âúçìîæíîñòè.Îïðåäåëåíèå. Âàðèàöèÿ íà n åëåìåíòà îò êëàñ k ñ ïîâòîðåíèåùå íàðè÷àìå âñÿêà îò âúçìîæíèòå ïîäðåäáè (ñúåäèíåíèå) íà k åëåìåíòàñ âúçìîæíè òåõíè ïîâòîðåíèÿ îò âñè÷êè n åëåìåíòà.Òàêà ñúåäèíåíèÿòà ñå ðàçëè÷àâàò èëè ïî ñúñòàâà ñè èëè ïî ïîäðåä-áàòà ñè. Áðîÿò íà âñè÷êè âàðèàöèè íà n åëåìåíòà îò êëàñ k ñ ïîâòîðåíèå3



ùå îòáåëÿçâàìå ñ Ṽ k
n , êàòî

Ṽ k
n = nk .Ïðèìåð 1.4. Êîëêî ïåòöè�ðåíè ÷èñëà ìîæåì äà çàïèøåì ñ öè�-ðèòå 1, 2, 4, 5 è 8?Òúé êàòî öè�ðèòå ñà ïåò è ÷èñëàòà ñà ïåòöè�ðåíè, òî çàäà÷àòà ñåñâåæäà äî íàìèðàíå íà áðîÿ íà âàðèàöèèòå ñ ïîâòîðåíèå îò 5 åëåìåíòàè 5 êëàñ Ṽ 5

5 = 55 = 3125. Áðîÿò íà ïåòöè�ðåíèòå ÷èñëà ñúñòàâåíè îòöè�ðèòå 1, 2, 4, 5 è 8 å 3125.Òåçè ðàçñúæäåíèÿ âàæàò è àêî èçïîëçâàìå êîè äà ñà ïåò ðàçëè÷íèîò íóëà öè�ðè (ïåòöè�ðåíî ÷èñëî íå ìîæå äà çàïî÷âà ñ íóëà). Áðî-ÿò íà ïåòöè�ðåíèòå ÷èñëà, ñúñòàâåíè îò êîè äà ñà ïåò, ïðåäâàðèòåëíîçàäàäåíè ðàçëè÷íè îò íóëà öè�ðè å 3125.Ïðèìåð 1.5. Êîëêî ðàçëè÷íè ïåòöè�ðåíè ÷èñëà ìîæåì äà çàïè-øåì êàòî èçïîëçâàìå öè�ðèòå îò 1 äî 9 âêëþ÷èòåëíî?Òúé êàòî öè�ðèòå ñà äåâåò, à ÷èñëàòà ñà ïåòöè�ðåíè, òî çàäà÷àòà ñåñâåæäà äî íàìèðàíå íà áðîÿ íà âàðèàöèèòå ñ ïîâòîðåíèå íà 9 åëåìåíòàîò êëàñ 5, ò.å. òðÿáâà äà íàìåðèì Ṽ 5
9 . Ïîíåæå Ṽ 5

9 = 95 = 59049, òîáðîÿò íà ïåòöè�ðåíèòå ÷èñëà, ñúñòàâåíè ñ äàäåíèòå öè�ðè îò 1 äî 9,âêëþ÷èòåëíî å 59049.Îïðåäåëåíèå. Êîìáèíàöèÿ íà n åëåìåíòà îò êëàñ k ñ ïîâòîðå-íèå ùå íàðè÷àìå âñÿêà èçâàäêà (ñúåäèíåíèå) íà k ñ âúçìîæíè òåõíèïîâòîðåíèÿ îò âñè÷êè n åëåìåíòà.Â òîçè ñëó÷àé ñúåäèíåíèÿòà ñå ðàçëè÷àâàò ïî ñúñòàâà ñè è íå ñå èíòå-ðåñóâàìå îò ïîäðåäáàòà èì. Áðîÿò íà âñè÷êè êîìáèíàöèè íà n åëåìåíòàîò êëàñ k ùå îòáåëÿçâàìå ñ C̃k
n, êàòî å â ñèëà ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:

C̃k
n = Ck

n+k−1 =

(

n + k − 1

k

)

.Ïðèìåð 1.6. Èìàìå ÷åòèðè êàðòè � ïî åäíà ñïàòèÿ, êàðî, êóïà èïèêà. Êîëêî íà÷èíà èìà çà òåãëåíåòî íà äâå îò ÷åòèðèòå êàðòè, àêîòåãëèì ïúðâàòà êàðòà, îòáåëÿçâàìå öâåòà �è, âðúùàìå ÿ îáðàòíî è ïîñ-ëå òåãëèì âòîðàòà êàðòà, êàòî â êðàéíèÿ ðåçóëòàò íå ïðàâèì ðàçëèêàìåæäó ïúðâà è âòîðà êàðòà?Äàäåíèòå êàðòè ñà ÷åòèðè, à èçòåãëåíèòå êàðòè ñà äâå. Ñëåäîâàòåëíîòúðñèì áðîÿ íà êîìáèíàöèèòå ñ ïîâòîðåíèå íà 4 åëåìåíòà îò êëàñ 2.Èìàìå C̃2
4 = C2

5 =

(

5

2

)

=
5 . 4

1 . 2
= 10 è òåãëåíåòî íà êàðòèòå ìîæå äàñòàíå ïî 10 íà÷èíà. 4



�2. ÎÏÈÒ. ÑËÓ×ÀÉÍÈ ÑÚÁÈÒÈß. ÊËÀÑÈ×ÅÑÊÎ ÈÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÇÀ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÒåîðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå ñå çàíèìàâà ñ èçó÷àâàíåòî íà çàêîíîìåð-íîñòèòå, êîèòî ñà õàðàêòåðíè çà ìàñîâèòå ñëó÷àéíè ÿâëåíèÿ. Òîâà ñàòàêèâà ÿâëåíèÿ, êîèòî èìàò ñëó÷àåí õàðàêòåð è ñå ñëó÷âàò èëè íå ïðèðàçëè÷íèòå èçïèòàíèÿ, íàïðàâåíè ïðè ñðàâíèòåëíî ïîñòîÿííè óñëîâèÿ.1. Îñíîâíè ïîíÿòèÿ.Îïèò (åêñïåðèìåíò) ùå íàðè÷àìå îñèãóðÿâàíåòî íà òàêúâ êîìïëåêñîò ñðàâíèòåëíî ïîñòîÿííè óñëîâèÿ, êîéòî ìîæå äà ñå âúçïðîèçâåäå ìíî-ãîêðàòíî è å òàêúâ, ÷å äàäåíî ÿâëåíèå å âúçìîæíî äà ñå ïîÿâè èëè íåñ íÿêàêâà ñëó÷àéíà ÷åñòîòà. Äîñòà ÷åñòî òîçè êîìïëåêñ îò óñëîâèÿ íåçàâèñè ñàìî îò ÷îâåøêèÿ �àêòîð, à è îò âúíøíè óñëîâèÿ, íàïðèìåðïðèðîäàòà è çàîáèêàëÿùàòà íè ñðåäà.Åëåìåíòàðíî ñëó÷àéíî ñúáèòèå å âñÿêî ñúáèòèå, êîåòî ìîæå äà ñåïîëó÷è êàòî èçõîä (ðåçóëòàò) îò ïðîâåäåíèÿ îïèò. Åëåìåíòàðíèòå ñëó-÷àéíè ñúáèòèÿ ñà âçàèìíî èçêëþ÷âàùè ñå è â ðåçóëòàò îò îïèòà ñå ñëó÷-âà ñàìî åäíî îò òÿõ. Ïðîñòðàíñòâî îò åëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè ñúáèòèÿùå íàðè÷àìå ñúâêóïíîñòòà îò âñè÷êè åëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ èùå ãî îçíà÷àâàìå ñ Ω = {ω1, . . . , ωn, . . . }. Ïðîñòðàíñòâîòî Ω ìîæå äàñúäúðæà êðàåí èëè áåçêðàåí áðîé åëåìåíòè.Ïðîñòðàíñòâîòî Ω å äèñêðåòíî, àêî ñúäúðæà êðàåí èëè áåçêðàåí, íîèçáðîèì áðîé åëåìåíòè. Äà ïðèïîìíèì, ÷å åäíî ìíîæåñòâî å èçáðîèìî,àêî åëåìåíòèòå ìó ìîãàò äà ñå ïîäðåäÿò â ðåäèöà.Ïðèìåð 2.1. Äàäåí å ïðàâèëåí çàð, íà ñòåíèòå íà êîéòî ñà îòáåëÿ-çàíè ñúîòâåòíî 1 òî÷êà, 2 òî÷êè, 3 òî÷êè, 4 òî÷êè, 5 òî÷êè è 6 òî÷êè.Êîëêî è êîè ñà åëåìåíòàðíèòå ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ, êîèòî ìîãàò äà ñåñëó÷àò ïðè õâúðëÿíåòî íà çàðà?Òúé êàòî çàðúò å ïðàâèëåí è èìà 6 ñòðàíè, òî âúçìîæíè ñà øåñòåëåìåíòàðíè èçõîäà. Òîãàâà è åëåìåíòàðíèòå ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ ñà 6:
ω1 � ïàäà ñå 1 òî÷êà; ω2 � ïàäàò ñå 2 òî÷êè; ω3 � ïàäàò ñå 3 òî÷êè; ω4 �ïàäàò ñå 4 òî÷êè; ω5 � ïàäàò ñå 5 òî÷êè è ω6 � ïàäàò ñå 6 òî÷êè.Ïðîñòðàíñòâîòî Ω å íåïðåêúñíàòî, àêî ñúäúðæà öÿë èíòåðâàë îòñòîéíîñòè.Ñúáèòèå íàðè÷àìå âñÿêî ïîäìíîæåñòâî íà ïðîñòðàíñòâîòî Ω. Ñú-áèòèÿòà ùå îçíà÷àâàìå ñ ãîëåìè ëàòèíñêè áóêâè: A,B,M, . . . . Âñè÷êèåëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ, ïðèíàäëåæàùè íà ñúáèòèåòî A ñå íàðè÷àò áëà-5



ãîïðèÿòíè çà A. Â îáùèÿ ñëó÷àé åäíî ñúáèòèå ñå ñëó÷âà ïîíÿêîãà èëèíå ñå ñëó÷âà, ò.å. ñáúäâàíåòî íà äàäåíî ñúáèòèå èìà ñëó÷àåí õàðàêòåð.Ïðèìåð 2.2. Äàäåí å ïðàâèëåí çàð, íà êîéòî ñà îòáåëÿçàíè 1 òî÷êà,2 òî÷êè, 3 òî÷êè, 4 òî÷êè, 5 òî÷êè è 6 òî÷êè. Ñ A äà îçíà÷èì ñúáèòè-åòî äà ñå ïàäíå ÷åòåí áðîé òî÷êè. Êîè ñà áëàãîïðèÿòíèòå åëåìåíòàðíèñëó÷àéíè ñúáèòèÿ çà ñúáèòèåòî A ïðè õâúðëÿíåòî íà çàðà?Ïðè õâúðëÿíåòî íà çàðà áëàãîïðèÿòíèòå åëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè ñú-áèòèÿ çà ñúáèòèåòî A ñà 3: ω2 � ïàäàò ñå 2 òî÷êè, ω4 � ïàäàò ñå 4 òî÷êè,
ω6 � ïàäàò ñå 6 òî÷êè.Äîñòîâåðíî ñúáèòèå ñå íàðè÷à òàêîâà ñúáèòèå, êîåòî ñúäúðæà âñè÷-êè åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ, ò.å. òî ñå ñëó÷âà âèíàãè ïðè èçâúðøâàíåòî íàîïèò. Äîñòîâåðíîòî ñúáèòèå ùå îçíà÷àâàìå ñ Ω. Íåâúçìîæíî ñúáèòèåñå íàðè÷à âñÿêî ñúáèòèå, êîåòî íå ñúäúðæà íèòî åäíî åëåìåíòàðíî ñú-áèòèå, ò.å. êîãàòî íå ñå ñëó÷âà íèêîãà. Íåâúçìîæíîòî ñúáèòèå ùå îçíà-÷àâàìå ñ Ø.Ïðîòèâîïîëîæíî íà A ñúáèòèå ñå íàðè÷à òàêîâà ñúáèòèå, êîåòî ñåîñúùåñòâÿâà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íå ñå îñúùåñòâÿâà ñúáèòèå-òî A. Ïðîòèâîïîëîæíîòî ñúáèòèå íà A ùå îçíà÷àâàìå ñ Ā.Ïðèìåð 2.3. Äàäåí å ïðàâèëåí çàð, íà êîéòî ñà îòáåëÿçàíè 1 òî÷-êà, 2 òî÷êè, 3 òî÷êè, 4 òî÷êè, 5 òî÷êè è 6 òî÷êè. Êîå å äîñòîâåðíîòîñúáèòèå? Äàéòå ïðèìåð íà íåâúçìîæíî ñúáèòèå. Êîå å ïðîòèâîïîëîæ-íîòî ñúáèòèå Ā íà ñúáèòèåòî A � äà ñå ïàäíàò ÷åòåí áðîé òî÷êè? Êîèñà åëåìåíòàðíèòå ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ, êîèòî ñà áëàãîïðèÿòíè çà íåãî ïðèõâúðëÿíåòî íà çàðà?Êàêòî â Ïðèìåð 2.1, åëåìåíòàðíèòå ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ ñà: ω1 � ïàäàñå 1 òî÷êà, ω2 � ïàäàò ñå 2 òî÷êè, ω3 � ïàäàò ñå 3 òî÷êè, ω4 � ïàäàò ñå4 òî÷êè, ω5 � ïàäàò ñå 5 òî÷êè è ω6 � ïàäàò ñå 6 òî÷êè.Äîñòîâåðíîòî ñúáèòèåΩ å äà ñå ïàäíàò îò 1 äî 6 òî÷êè, âêëþ÷èòåëíî.Íåâúçìîæíî ñúáèòèå å íàïðèìåð äà ñå ïàäíàò 8 òî÷êè èëè äà ñå ïàäíàòòî÷íî 3,5 òî÷êè. Ïðîòèâîïîëîæíîòî ñúáèòèå Ā íà ñúáèòèåòî A å äà ñåïàäíàò íå÷åòåí áðîé òî÷êè. Ïðè õâúðëÿíåòî íà çàðà áëàãîïðèÿòíèòååëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ çà ñúáèòèåòî Ā � äà ñå ïàäíàò íå÷åòåíáðîé òî÷êè � ñà 3: ω1, ω3, ω5.Îáåäèíåíèå (ñóìà) íà ñúáèòèÿòà A è B ñå íàðè÷à òàêîâà ñúáèòèå,êîåòî ñå îñúùåñòâÿâà âèíàãè, êîãàòî ñå îñúùåñòâÿâà ïîíå åäíî îò äâåòåñúáèòèÿ A è B. Îáåäèíåíèåòî íà ñúáèòèÿòà A è B ùå îçíà÷àâàìå ñ
A ∪ B, íî ñå èçïîëçâà è îçíà÷åíèåòî A + B.Ñå÷åíèå (ïðîèçâåäåíèå) íà ñúáèòèÿòà A è B ñå íàðè÷à òàêîâà ñúáè-6



òèå, êîåòî ñå îñúùåñòâÿâà âèíàãè, êîãàòî ñå îñúùåñòâÿâàò åäíîâðåìåííîè ñúáèòèåòî A è ñúáèòèåòî B. Ñå÷åíèåòî íà ñúáèòèÿòà A è B ùå îçíà-÷àâàìå ñ A ∩ B, íî ñå èçïîëçâà è îçíà÷åíèåòî AB.Ñúáèòèÿòà A è B ùå íàðè÷àìå íåñúâìåñòèìè, àêî A ∩ B = Ø.�àçëèêà íà ñúáèòèÿòà A è B ñå íàðè÷à ñúáèòèå, ñúñòîÿùî ñå îò åëå-ìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ, êîèòî ïðèíàäëåæàò íà ñúáèòèåòî A è íå ïðèíàä-ëåæàò íà ñúáèòèåòî B. �àçëèêàòà íà ñúáèòèÿòà A è B ùå îçíà÷àâàìå ñ
A \ B.Ïðèìåð 2.4. Äàäåí å ïðàâèëåí çàð, íà ñòåíèòå íà êîéòî ñà îòáåëÿ-çàíè ñúîòâåòíî 1 òî÷êà, 2 òî÷êè, 3 òî÷êè, 4 òî÷êè, 5 òî÷êè è 6 òî÷êè.Íåêà ñúáèòèåòî A å äà ñå ïàäíàò ÷åòåí áðîé òî÷êè, à ñúáèòèåòî C å äàñå ïàäíàò ïî-ìàëêî îò 4 òî÷êè. Êîå ñúáèòèå å ñå÷åíèåòî íà ñëó÷àéíèòåñúáèòèÿ A è C? Êîå ñúáèòèå å îáåäèíåíèåòî íà ñëó÷àéíèòå ñúáèòèÿ Aè C?Ñå÷åíèåòî A ∩ C íà ñúáèòèÿòà A è C å äà ñå ïàäíàò åäíîâðåìåííî÷åòåí áðîé òî÷êè è äà ñå ïàäíàò ïî-ìàëêî îò 4 òî÷êè, ò.å. äà ñå ïàäíàòòî÷íî äâå òî÷êè. Òàêà, ÷å A ∩ C = ω2 � ïàäàò ñå 2 òî÷êè.Îáåäèíåíèåòî A ∪ C íà ñúáèòèÿòà A è C å äà ñå ïàäíàò ÷åòåí áðîéòî÷êè èëè äà ñå ïàäíàò ïî-ìàëêî îò 4 òî÷êè. Òîãàâà ñúáèòèåòî A ∪ Cñå ñúñòîè îò ñëåäíèòå åëåìåíòàðíè ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ: ω1 � ïàäà ñå 1òî÷êà, ω2 � ïàäàò ñå 2 òî÷êè, ω3 � ïàäàò ñå 3 òî÷êè, ω4 � ïàäàò ñå 4òî÷êè è ω6 � ïàäàò ñå 6 òî÷êè. Òàêà A ∪ C = {ω1, ω2, ω3, ω4, ω6}.Ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An ñå íàðè÷àò íåñúâìåñòèìè â ñúâêóïíîñò,àêî ñëó÷âàíåòî íà êîå äà å îò òÿõ èçêëþ÷âà ñëó÷âàíåòî íà îñòàíàëèòåñúáèòèÿ.Ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An îáðàçóâàò ïúëíà ãðóïà, àêî ïðè âñåêè îïèòìîæå äà ñå ñëó÷è êîå äà å îò òÿõ è íå ìîæå äà ñå ñëó÷è ñúáèòèå, êîåòîäà å íåñúâìåñòèìî ñ òÿõ.2. Êëàñè÷åñêà âåðîÿòíîñò.Âåðîÿòíîñòòà å îñíîâíî ïîíÿòèå â òåîðèÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå.Îïðåäåëåíèå. Êëàñè÷åñêà âåðîÿòíîñò P (A) íà ñúáèòèåòî A ñå íà-ðè÷à îòíîøåíèåòî íà áðîÿ m íà áëàãîïðèÿòíèòå åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿçà ñúáèòèåòî A êúì áðîÿ n íà âñè÷êè åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ, ò.å.

P (A) =
m

n
.Çà âåðîÿòíîñòòà ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå ñâîéñòâà:7



1) Âåðîÿòíîñòòà íà äîñòîâåðíîòî ñúáèòèå å åäèíèöà: P (Ω) = 1.2) Âåðîÿòíîñòòà íà íåâúçìîæíîòî ñúáèòèå å íóëà: P (Ø) = 0.3) Çà âåðîÿòíîñòòà íà êîå äà å ñúáèòèå A: 0 ≤ P (A) ≤ 1.Ïðèìåð 2.5. Â óðíà ñå íàìèðàò 2 áåëè è 8 ÷åðíè òîïêè. Èçâàæäàñå ïî ñëó÷àåí íà÷èí åäíà òîïêà. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà òÿ äà å áÿëà?Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà òÿ äà å ÷åðíà?Íåêà A å ñúáèòèåòî äà èçâàäèì áÿëà òîïêà îò óðíàòà, à B e ñúáèòèåòîäà èçâàäèì ÷åðíà òîïêà. Áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿçà ñúáèòèåòî A å m = 2. Îáùèÿò áðîé íà åëåìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ å
n = 10. Ñúãëàñíî êëàñè÷åñêîòî îïðåäåëåíèå çà âåðîÿòíîñò èìàìå:

P (A) =
2

10
=

1

5
.Áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ çà ñúáèòèåòî B å m = 8.Òîãàâà

P (B) =
8

10
=

4

5
.Çàáåëåæêà. Â Ïðèìåð 2.5 ñúáèòèÿòà A,B îáðàçóâàò ïúëíà ãðóïàñúáèòèÿ è ñóìàòà îò âåðîÿòíîñòèòå íà òåçè ñúáèòèÿ å

P (A) + P (B) =
1

5
+

4

5
= 1 .Ïðèìåð 2.6. Â óðíà èìà 2 áåëè è 8 ÷åðíè òîïêè. Èçâàæäàò ñå ïîñëó÷àåí íà÷èí äâå òîïêè. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà èçâàäåíèòå äâå òîïêèäà ñà: à) áåëè; á) ÷åðíè; â) áÿëà è ÷åðíà?Íåêà A å ñúáèòèåòî äâåòå èçâàäåíè òîïêè äà ñà áåëè, B å ñúáèòèåòîäâåòå èçâàäåíè òîïêè äà ñà ÷åðíè, C å ñúáèòèåòî äâåòå èçâàäåíè òîïêèäà ñà áÿëà è ÷åðíà. Îáùèÿò áðîé íà åëåìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ äà èçâàäèìíåíàðåäåíà äâîéêà òîïêè îò âñè÷êè 10 òîïêè å n =

(

10
2

).à) Áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ çà ñúáèòèåòî A å
m = 1. Òîãàâà èìàìå:

P (A) =
1

(

10
2

) =
2

90
=

1

45
.á) Áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ çà ñúáèòèåòî B e

m =
(

8
2

). Òîãàâà
P (B) =

(

8
2

)

(

10
2

) =
8 . 7

10 . 9
=

56

90
=

28

45
.8



â) Áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ çà ñúáèòèåòî C åðàâåí íà ïðîèçâåäåíèåòî îò ñëó÷àèòå äà èçâàäèì 1 áÿëà òîïêà îò äâåòåáåëè òîïêè ïî áðîÿ íà ñëó÷àèòå äà èçâàäèì åäíà ÷åðíà òîïêà îò 8-òå÷åðíè, ò.å.
m =

(

2

1

)

.

(

8

1

)

.Ñëåäîâàòåëíî
P (C) =

(

2
1

)

.
(

8
1

)

(

10
2

) =
2 . 8

45
=

16

45
.Çàáåëåæêà. Â Ïðèìåð 2.6 òðèòå ñúáèòèÿ A, B è C èç÷åðïâàò âñè÷-êè ñëó÷àè, òàêà ÷å òå îáðàçóâàò ïúëíà ãðóïà ñúáèòèÿ. Ùå îòáåëåæåì,÷å ñóìàòà îò âåðîÿòíîñòèòå íà òåçè òðè ñúáèòèÿ å

P (A) + P (B) + P (C) =
1

45
+

28

45
+

16

55
= 1 .3. Ñòàòèñòè÷åñêà âåðîÿòíîñò.Ïðîâåæäàìå ñåðèÿ îò n îïèòà, êîèòî ñà èçâúðøåíè ïðè åäíè è ñúùèóñëîâèÿ. Çà äàäåíî ñúáèòèå A ñ m(n), êúäåòî 0 ≤ m(n) ≤ n, äà îçíà÷èìáðîÿ íà ñëó÷àèòå â êîèòî òî ñå å îñúùåñòâèëî.Îïðåäåëåíèå. Îòíîñèòåëíà ÷åñòîòà P ∗(A) íà ñúáèòèåòî A ïðèòàçè ñåðèÿ îò èçïèòàíèÿ ñå íàðè÷à îòíîøåíèåòî íà áðîÿ m(n) íà ñëó-÷àèòå â êîèòî ñúáèòèåòî A ñå å ñáúäíàëî, êúì áðîÿ n íà âñè÷êè îïèòè,ò.å.

P ∗(A) =
m(n)

n
.Âúïðåêè, ÷å ìåæäó �îðìóëèòå çà P (A) è P ∗(A) èìà èçâåñòíî ñõîä-ñòâî, òå ñà ðàçëè÷íè ïî ñúùíîñòòà ñè. Êëàñè÷åñêàòà âåðîÿòíîñò P (A)èìà ïðåäèìíî òåîðåòè÷åí õàðàêòåð çà èç÷èñëÿâàíå íà âåðîÿòíîñòòà è íåèçèñêâà ïðîâåæäàíåòî íà îïèòè. Îòíîñèòåëíàòà ÷åñòîòà P ∗(A) ñëóæè çàåêñïåðèìåíòàëíî îïðåäåëÿíå íà ÷åñòîòàòà íà ñúáèòèåòî A è ïðåäïîëàãàïðîâåæäàíåòî íà ñåðèÿ îïèòè. Çà îòíîñèòåëíàòà ÷åñòîòà P ∗(A) íà ñú-áèòèåòî A å ïðèñúùà ñòàáèëíîñò ïðè ïðîâåæäàíå íà ãîëÿì áðîé îïèòè

n è òÿ ïîêàçâà ñòàòèñòè÷åñêà çàêîíîìåðíîñò, ïðèñúùà íà èçñëåäâàíîòîÿâëåíèå. Òîâà å îñíîâàíèå, çà äà äàäåì ñëåäíîòî îïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. Ñòàòèñòè÷åñêà âåðîÿòíîñò P (A) íà ñúáèòèåòî Añå íàðè÷à òîâà ÷èñëî P (A), îêîëî êîåòî ñå ãðóïèðàò îòíîñèòåëíèòå ÷åñ-9



òîòè ïðè ãîëÿì áðîé îïèòè n, ò.å.
P (A) = lim

n→∞
P ∗(A) = lim

n→∞

m(n)

n
.Ïðèìåð 2.7. Àíãëèéñêèÿò ìàòåìàòèê Ïèðñîí ïðàâè ãîëÿì áðîéîïèòè ñ õâúðëÿíå íà ìîíåòà çà åçè-òóðà (ëèöå-ãåðá). Â ñëåäâàùàòà òàá-ëèöà ñà ïîìåñòåíè ðåçóëòàòèòå îò íåãîâèòå åêñïåðèìåíòè.Áðîé îïèòè �åðá Îòíîñèòåëíà ÷åñòîòà12000 6019 0,501624000 12012 0,5005

�3. ÒÅÎ�ÅÌÈ ÇÀ ÄÅÉÑÒÂÈß Ñ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈÒåîðåìà 3.1 (Òåîðåìà çà ñúáèðàíå íà âåðîÿòíîñòè). Àêî ñúáèòè-ÿòà A è B ñà íåñúâìåñòèìè, òî âåðîÿòíîñòòà íà îáåäèíåíèåòî íà òåçèñúáèòèÿ å ñóìà îò âåðîÿòíîñòèòå íà òåçè ñúáèòèÿ, ò.å.
P (A ∪ B) = P (A) + P (B) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Íåêà m1 å áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå çà ñúáèòè-åòî A åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ, m2 å áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå çà ñúáèòèåòî

B åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ. Ïîíåæå ñúáèòèÿòà A è B ñà íåñúâìåñòèìè, òî
m1 + m2 å áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå çà ñúáèòèåòî A ∪ B åëåìåíòàðíèñúáèòèÿ. Îò îïðåäåëåíèåòî çà âåðîÿòíîñò, àêî n å áðîÿò íà âñè÷êè åëå-ìåíòàðíè ñúáèòèÿ, èìàìå:

P (A ∪ B) =
m1 + m2

n
=

m1

n
+

m2

n
= P (A) + P (B) .Ñëåäñòâèå 3.2. Àêî Ā å ïðîòèâîïîëîæíîòî íà A ñúáèòèå, òî çàâåðîÿòíîñòòà íà Ā å â ñèëà:

P (Ā) = 1 − P (A) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ñúáèòèåòî Ā è ñúáèòèåòî A ñà íåñúâìåñòèìèè ñå äîïúëâàò äî äîñòîâåðíîòî ñúáèòèå Ω, ò.å.
P (A ∪ Ā) = P (Ω) = 1 .10



Îò Òåîðåìà 3.1 ñëåäâà
P (A ∪ Ā) = P (A) + P (Ā) .Îò òåçè äâå ðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå

P (A) + P (Ā) = 1 ,èëè P (Ā) = 1 − P (A).Òåîðåìàòà çà ñúáèðàíå íà âåðîÿòíîñòè ìîæå äà ñå îáîáùè çà ïîâå÷åîò äâå ñúáèòèÿ íåñúâìåñòèìè â ñúâêóïíîñò.Òåîðåìà 3.3. Àêî ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An ñà íåñúâìåñòèìè â ñúâ-êóïíîñò, òî âåðîÿòíîñòòà íà îáåäèíåíèåòî íà òåçè ñúáèòèÿ å ñóìà îòâåðîÿòíîñòèòå íà òåçè ñúáèòèÿ:
P (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) =

n
∑

k=1

P (Ak) .Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà ïðåäñòàâåíîòî äîêàçàòåëñòâî íàïðåäíàòà òåîðåìà.Ñëåäñòâèå 3.4. Àêî ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An ñà íåñúâìåñòèìè âñúâêóïíîñò è îáðàçóâàò ïúëíà ãðóïà, òî çà âåðîÿòíîñòèòå èì å â ñèëà
n

∑

k=1

P (Ak) = 1 .Äâå ñúáèòèÿ A è B ùå íàðè÷àìå íåçàâèñèìè, àêî âåðîÿòíîñòòà çàîñúùåñòâÿâàíå íà ñúáèòèåòî A íå çàâèñè îò òîâà, äàëè ñå å îñúùåñòâèëîèëè íå ñúáèòèåòî B è îáðàòíî.Ïðèìåð 3.1. Õâúðëÿìå åäíîâðåìåíî äâà ïðàâèëíè çàðà. Î÷åâèäíîå, ÷å òîâà êàêâî ùå ñå ïàäíå íà åäèíèÿ çàð íå çàâèñè îò òîâà êàêâî ñå åïàäíàëî íà äðóãèÿ çàð. Íàïðèìåð ñúáèòèåòî � ïàäíàëà ñå å øåñòèöà íàâòîðèÿ çàð, íå çàâèñè îò òîâà äàëè íà ïúðâèÿ çàð ñå å ñëó÷èëî èëè íåñúáèòèåòî � ïàäíàëà ñå å øåñòèöà íà ïúðâèÿ çàð.Ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An ùå íàðè÷àìå íåçàâèñèìè â ñúâêóïíîñò,àêî âñÿêî îò òÿõ è êîÿ äà å êîìáèíàöèÿ íà îñòàíàëèòå ñúáèòèÿ ñà íåçà-âèñèìè. Ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An ùå íàðè÷àìå äâå ïî äâå íåçàâèñèìè,àêî âñåêè äâå îò òÿõ ñà íåçàâèñèìè.11



Òåîðåìà 3.5. Àêî ñúáèòèÿòà A è B ñà íåçàâèñèìè, òî âåðîÿòíîñòòàíà ñå÷åíèåòî èì å ïðîèçâåäåíèå îò âåðîÿòíîñòèòå íà òåçè ñúáèòèÿ, ò.å.
P (A ∩ B) = P (A)P (B) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Íåêà n1 å áðîÿò íà âúçìîæíèòå åëåìåíòàðíèèçõîäè çà ñúáèòèåòî A, à m1 å áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå çà ñúáèòèåòî

A åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ. Íåêà n2 å áðîÿò íà âúçìîæíèòå åëåìåíòàðíèèçõîäè çà ñúáèòèåòî B, à m2 å áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå çà ñúáèòèåòî Båëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ. Ïîíåæå ñúáèòèÿòà A è B ñà íåçàâèñèìè, òî m1m2å áðîÿò íà áëàãîïðèÿòíèòå çà ñúáèòèåòî A ∩ B åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿîò âñè÷êî n1n2 âúçìîæíè åëåìåíòàðíè èçõîäè çà ñúáèòèåòî A ∩ B. Îòîïðåäåëåíèåòî çà âåðîÿòíîñò ñëåäâà
P (A ∩ B) =

m1m2

n1n2
=

m1

n1
· m2

n2
= P (A)P (B) .Òåîðåìà 3.6. Àêî ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An ñà íåçàâèñèìè â ñúâ-êóïíîñò, òî âåðîÿòíîñòòà íà ñå÷åíèåòî íà òåçè ñúáèòèÿ å ïðîèçâåäåíèåîò âåðîÿòíîñòèòå íà òåçè ñúáèòèÿ, ò.å.

P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) =

n
∏

k=1

P (Ak) .Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà ïðåäèøíàòàòåîðåìà.Ñëåäñòâèå 3.7. Íåêà ñà äàäåíè ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An, êîèòî îá-ðàçóâàò ïúëíà ãðóïà è ñà íåçàâèñèìè â ñúâêóïíîñò. Òîãàâà âåðîÿòíîñò-òà íà ñúáèòèåòî A � äà ñå ñëó÷è ïîíå åäíî îò òåçè ñúáèòèÿ å ðàâíà íàåäèíèöà ìèíóñ ïðîèçâåäåíèåòî îò âåðîÿòíîñòèòå íà ïðîòèâîïîëîæíèòåñúáèòèÿ Ā1, Ā2, . . . , Ān, ò.å.
P (A) = 1 −

n
∏

k=1

P (Āk) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ïðîòèâîïîëîæíîòî íà ñúáèòèåòî A å ñúáèòèå-òî Ā � äà íå ñå ñëó÷è íèòî åäíî îò ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An. Òî å ðàâíîíà ñå÷åíèåòî íà ñúáèòèÿòà Ā1, Ā2, . . . , Ān, êîèòî ñà íåçàâèñèìè â ñúâ-êóïíîñò. Ïðèëàãàìå Òåîðåìà 3.6 è ïîëó÷àâàìå:
P (A) = 1 − P (Ā) = 1 − P (Ā1 ∩ Ā2 ∩ · · · ∩ Ān) = 1 −

n
∏

k=1

P (Āk) .12



Ïðèìåð 3.2. Õâúðëÿìå åäíîâðåìåíî äâà ïðàâèëíè çàðà, íà ñòåíèòåíà êîèòî ñà îòáåëÿçàíè ñúîòâåòíî 1 òî÷êà, 2 òî÷êè, 3 òî÷êè, 4 òî÷êè, 5òî÷êè è 6 òî÷êè. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà çà ñúáèòèåòî: A � äà ñå ïàäíàòäâå øåñòèöè; á) B � äà ñå ïàäíàò ïåòèöà è øåñòèöà; â) Z � äà ñå ïàäíå÷è�ò?Î÷åâèäíî å, ÷å òîâà êàêâî ùå ñå ïàäíå íà åäèíèÿ çàð íå çàâèñè îòòîâà, êàêâî ñå å ïàäíàëî íà äðóãèÿ çàð. Íåêà Ak å ñúáèòèåòî äà ñåïàäíå k íà ïúðâèÿ çàð, k = 1, 2, . . . , 6, à Bm å ñúáèòèåòî äà ñå ïàäíå míà âòîðèÿ çàð, m = 1, 2, . . . , 6.à) Ñúáèòèåòî A ñå ïîëó÷àâà êàòî ñå÷åíèå íà ñúáèòèÿòà A6 è B6.Ïîíåæå P (A6) =
1

6
è P (B6) =

1

6
, îò Òåîðåìà 3.6 èìàìå:

P (A) = P (A6)P (B6) =
1

6
· 1

6
=

1

36
.á) Ñúáèòèåòî B ñå ïîëó÷àâà êàòî îáåäèíåíèå íà ñúáèòèåòî C � íàïúðâèÿ çàð ñå ïàäà øåñòèöà, à íà âòîðèÿ çàð ñå ïàäà ïåòèöà è ñúáèòèåòî

D � íà ïúðâèÿ çàð ñå ïàäà ïåòèöà, à íà âòîðèÿ çàð ñå ïàäà øåñòèöà. Òúéêàòî ñúáèòèåòî C å ñå÷åíèå íà ñúáèòèÿòà A6 è B5, òî
P (C) = P (A6)P (B5) =

1

6
· 1

6
=

1

36
.Ñúáèòèåòî D å ñå÷åíèå íà ñúáèòèÿòà B6 è A5. Òîãàâà

P (D) = P (B6)P (A5) =
1

6
.
1

6
=

1

36
.Îêîí÷àòåëíî çà âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî B ïîëó÷àâàìå:

P (B) = P (C) + P (D) =
1

36
+

1

36
=

1

18
.â) ÑúáèòèåòîZ å îáåäèíåíèå íà ñúáèòèÿòà Z1 � ïàäàò ñå äâå åäèíèöè,

Z2 � ïàäàò ñå äâå äâîéêè, Z3 � ïàäàò ñå äâå òðîéêè, Z4 � ïàäàò ñå äâå÷åòâîðêè, Z5 � ïàäàò ñå äâå ïåòèöè, Z6 = A � ïàäàò ñå äâå øåñòèöè.Êàêòî â ïîäòî÷êà à):
P (Z1) = P (Z2) = P (Z3) = P (Z4) = P (Z5) = P (Z6) = P (A) =

1

36
.Òîãàâà

P (Z) = P (Z1)+P (Z2)+P (Z3)+P (Z4)+P (Z5)+P (Z6) = 6· 1

36
=

1

6
.13



Ñåãà ùå �îðìóëèðàìå åäíî äðóãî îáîáùåíèå íà òîðåìàòà çà ñúáèðà-íå íà âåðîÿòíîñòè � çà ñúâìåñòèìè ñúáèòèÿ.Òåîðåìà 3.8. Àêî ñúáèòèÿòà A è B ñà ñúâìåñòèìè, òî âåðîÿòíîñò-òà íà îáåäèíåíèåòî íà òåçè ñúáèòèÿ å ñóìà îò âåðîÿòíîñòèòå íà òåçèñúáèòèÿ ìèíóñ âåðîÿòíîñòòà íà ñå÷åíèåòî èì, ò.å.
P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. �àçëàãàìå ñúáèòèåòî A ∪ B íà òðè íåñúâìåñ-òèìè ñúáèòèÿ:

A ∪ B = (A ∩ B) ∪ (AB̄) ∪ (Ā ∩ B) .Ïî Òåîðåìà 3.1 çà ñúáèðàíå íà âåðîÿòíîñòè íà íåñúâìåñòèìè ñúáèòèÿèìàìå
P (A ∪ B) = P (A ∩ B) + P (A ∩ B̄) + P (Ā ∩ B) .Îò

A = (A ∩ B) ∪ (A ∩ B̄) è B = (A ∩ B) ∪ (Ā ∩ B)ñëåäâà ñúîòâåòíî
P (A) = P (A ∩ B) + P (A ∩ B̄) è P (B) = P (A ∩ B) + P (Ā ∩ B) ,ò.å.
P (A) − P (A ∩ B) = P (A ∩ B̄) è P (B) − P (A ∩ B) = P (Ā ∩ B) .Çàìåñòâàìå è ïîëó÷àâàìå

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) .Ïðèìåð 3.3. Äàäåí å ïðàâèëåí çàð, íà ñòåíèòå íà êîéòî ñà îòáåëÿ-çàíè ñúîòâåòíî 1 òî÷êà, 2 òî÷êè, 3 òî÷êè, 4 òî÷êè, 5 òî÷êè è 6 òî÷êè.Íåêà ñúáèòèåòî A å äà ñå ïàäíàò ÷åòåí áðîé òî÷êè, à ñúáèòèåòî B �äà ñå ïàäíàò ïî-ìàëêî îò 4 òî÷êè. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî
A ∩ B? Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî A ∪ B?Ñå÷åíèåòî íà ñëó÷àéíèòå ñúáèòèÿ A è B å åëåìåíòàðíîòî ñëó÷àéíîñúáèòèå äà ñå ïàäíàò 2 òî÷êè, ÷èÿòî âåðîÿòíîñò å 1

6
, ò.å. P (A ∩B) = 1

6 .Ïîíåæå P (A) =
1

2
è P (B) =

1

2
îò Òåîðåìà 3.8 ïîëó÷àâàìå

P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B) =
1

2
+

1

2
− 1

6
=

5

6
.Äåéñòâèòåëíî, çà ñúáèòèåòî A ∪ B èìà 5 áëàãîïðèÿòíè åëåìåíòàðíèñúáèòèÿ îò âñè÷êî 6 åëåìåíòàðíè ñúáèòèÿ.14



�4. ÓÑËÎÂÍÀ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒ. ÒÅÎ�ÅÌÀ ÇÀÓÌÍÎÆÀÂÀÍÅ ÍÀ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈÄîêàòî â ïðåäíèÿ ïàðàãðà� ðàçãëåæäàõìå ñúáèòèÿ, êîèòî áÿõà íå-çàâèñèìè, â íàñòîÿùèÿ ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà ñúáèòèÿ, êîèòî çàâèñÿòîò äðóãè ñúáèòèÿ.Ñúáèòèåòî A ùå íàðè÷àìå çàâèñèìî îò ñúáèòèåòî B, àêî âåðîÿò-íîñòòà çà îñúùåñòâÿâàíå A çàâèñè îò òîâà, äàëè ñå å îñúùåñòâèëî èëèíå ñúáèòèåòî B. Çàâèñèìîñòòà è íåçàâèñèìîñòòà íà ñúáèòèÿòà å âèíàãèâçàèìíî � àêî ñúáèòèåòîA å çàâèñèìî îò ñúáèòèåòîB, òî è B å çàâèñèìîîò A è îáðàòíî.Ñúñ çàâèñèìèòå ñúáèòèÿ îñíîâíî å ñâúðçàíî ïîíÿòèåòî çà óñëîâíàâåðîÿòíîñò. Âåðîÿòíîñòòà äà ñå ñëó÷è ñúáèòèåòî B ïðè óñëîâèå, ÷å ñåå ñëó÷èëî ñúáèòèåòî A, ùå îòáåëÿçâàìå ñ P (B|A) (èëè PA(B)) è ùåÿ íàðè÷àìå óñëîâíà âåðîÿòíîñò íà ñúáèòèåòî B ïðè óñëîâèå, ÷å ñåñáúäíàëî ñúáèòèåòî A.Ïðèìåð 4.1. Íåêà èìàìå óðíà, â êîÿòî ñå íàìèðàò 2 áåëè è 1 ÷åðíàòîïêà. Âàäèì 2 ïúòè ïîñëåäîâàòåëíî ïî åäíà òîïêà áåç äà âðúùàìåâ óðíàòà òîïêàòà, êîÿòî ñìå èçâàäèëè. Ñ A äà îçíà÷èì ñúáèòèåòî �èçâàäåíà å áÿëà òîïêà ïðè ïúðâîòî âàäåíå, ñ B äà îçíà÷èì ñúáèòèåòî �èçâàäåíà å áÿëà òîïêà ïðè âòîðîòî âàäåíå, à ñ C äà îçíà÷èì � èçâàäåíàå ÷åðíà òîïêà ïðè âòîðîòî âàäåíå. Êàêâà å óñëîâíàòà âåðîÿòíîñò äà ñåñëó÷è ñúáèòèåòî: à) B ïðè óñëîâèå, ÷å ñå å ñëó÷èëî ñúáèòèåòî A; á) Bïðè óñëîâèå, ÷å íå ñå å ñëó÷èëî ñúáèòèåòî A; â) C ïðè óñëîâèå, ÷å ñå åñëó÷èëî ñúáèòèåòî A; ã) C ïðè óñëîâèå, ÷å íå ñå å ñëó÷èëî ñúáèòèåòî A?à) Àêî ñå å ñëó÷èëî ñúáèòèåòî A, òî çà óñëîâíàòà âåðîÿòíîñò íàñúáèòèåòî B ïðè óñëîâèå, ÷å ñå ñáúäíàëî A èìàìå:
P (B|A) =

1

2
.á) Àêî ñúáèòèåòî A íå ñå å ñëó÷èëî, òî ñëó÷èëî ñå å Ā è òîãàâà

P (B|Ā) =
2

2
= 1.â) Àêî ñå å ñëó÷èëî ñúáèòèåòî A, òî çà óñëîâíàòà âåðîÿòíîñò íàñúáèòèåòî C ïðè óñëîâèå, ÷å ñå ñáúäíàëî A èìàìå:

P (C|A) =
1

2
.15



ã) Àêî ñúáèòèåòîA íå ñå å ñëó÷èëî, òî ñå å ñëó÷èëî Ā è ñëåäîâàòåëíî
P (C|Ā) =

0

2
= 0.Òåîðåìà 4.1 (Òåîðåìà çà óìíîæåíèå íà âåðîÿòíîñòè). Âåðîÿòíîñò-òà íà ñå÷åíèåòî íà ñúáèòèÿòà A è B å ðàâíà íà ïðîèçâåäåíèåòî îò âå-ðîÿòíîñòòà íà åäíîòî îò òÿõ ïî óñëîâíàòà âåðîÿòíîñò íà äðóãîòî, ïðèóñëîâèå, ÷å ñå å ñáúäíàëî ïúðâîòî ñúáèòèå, ò.å.

P (A ∩ B) = P (A)P (B|A) = P (B)P (A|B) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Íåêà n å îáùèÿò áðîé íà âñè÷êè åëåìåíòàð-íè ñëó÷àéíè ñúáèòèÿ, m1 å áðîÿò íà åëåìåíòàðíèòå ñúáèòèÿ, êîèòî ñàáëàãîïðèÿòíè çà ñúáèòèåòî A, à îò òÿõ m2 å áðîÿò íà åëåìåíòàðíèòåñúáèòèÿ, êîèòî ñà áëàãîïðèÿòíè çà ñúáèòèåòî B. Òîãàâà
P (A ∩ B) =

m2

n
=

m1

n
· m2

m1
= P (A)P (B|A) .Àíàëîãè÷íè ñà ðàçñúæäåíèÿòà çà äîêàçâàíå è íà äðóãîòî ðàâåíñòâî:

P (A ∩ B) = P (B)P (A|B) ,çàùîòî çà ïúðâî ñúáèòèå ìîæåì äà âçåìåì B, à çà âòîðî A.Ñëåäñòâèå 4.2. Àêî ñúáèòèÿòà A è B ñà íåçàâèñèìè, òî
P (A|B) = P (A) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 4.1

P (A ∩ B) = P (B)P (A|B) ,à çà íåçàâèñèìè ñúáèòèÿ èìàìå:
P (A ∩ B) = P (A)P (B) .Îò òåçè äâå ðàâåíñòâà ñëåäâà, ÷å:

P (A|B) = P (A) .Ñëåäñòâèå 4.3. Çà óñëîâíàòà âåðîÿòíîñò P (B|A) å â ñèëà:
P (B|A) =

P (A ∩ B)

P (A)
.16



Ñåãà ùå �îðìóëèðàìå åäíî îáîáùåíèå íà òåîðåìàòà çà óìíîæåíèåíà âåðîÿòíîñòè.Òåîðåìà 4.4. Çà âåðîÿòíîñòòà íà ñå÷åíèåòî A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An íàñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An å èçïúëíåíî
P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An) = P (A1)P (A2|A1) ×

× P (A3|A1 ∩ A2) . . . P (An|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An−1) ,êúäåòî âåðîÿòíîñòòà íà âñÿêî ñëåäâàùî ñúáèòèå ñå ïðåñìÿòà ïðè óñëî-âèå, ÷å ñà ñå ñëó÷èëè âñè÷êè ïðåäõîäíè ñúáèòèÿ.Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Äîêàçàòåëñòâîòîùå èçâúðøèì ñ ìåòîäà íà ïúë-íàòà ìàòåìàòè÷åñêà èíäóêöèÿ.Çà n = 2 òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò Òåîðåìà 4.1 ïðè A1 = A è A2 = B.Äà äîïóñíåì, ÷å ðàâåíñòâîòî å âÿðíî çà íÿêàêâî n = k, k > 2, ò.å.
P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak) = P (A1)P (A2|A1) ×

× P (A3|A1 ∩ A2) . . . P (Ak|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak−1) ,Ùå äîêàæåì, ÷å òî å âÿðíî è çà n = k + 1. Ïîðàäè
P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak ∩ Ak+1) = P (Ak+1 ∩ A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak)îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà

P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak ∩ Ak+1) = P (Ak+1|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak) ×
× P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2) · · · ×
× P (Ak|A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ Ak−1) .Òàêà ðàâåíñòâîòî å äîêàçàíî ïðè n = k + 1 è ñúãëàñíî ìåòîäà íà ìàòå-ìàòè÷åñêàòà èíäóêöèÿ, òî å âÿðíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n ≥ 2.Çàáåëåæêà. Ñúáèòèÿòà A1, A2, . . . , An ñà ðàâíîçíà÷íè è ìîãàò äàáúäàò ïîäðåäåíè è ïî äðóã íà÷èí. Òàêà ùå ïîëó÷èì öÿëà ñåðèÿ îò ðàç-ëè÷íè �îðìóëè çà P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An).Ïðèìåð 4.2. Îò êîëîäà ñ 32 êàðòè ïî ñëó÷àåí íà÷èí èçòåãëÿìå ïîñ-ëåäîâàòåëíî 4 êàðòè áåç äà ãè âðúùàìå îáðàòíî. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà:à) è ÷åòèðèòå êàðòè äà ñà àñà; á) îò ÷åòèðèòå êàðòè ïîíå åäíà äà å àñî?à) Äà îçíà÷èì ñ A ñúáèòèåòî äà èçâàäèì ÷åòèðè àñà, ñ Ak � ñúáèòèåòî

k-òàòà èçòåãëåíà êàðòà äà å àñî, k = 1, 2, 3, 4. Òîãàâà A = A1∩A2∩A3∩A4è çà ïðåñìÿòàíåòî íà âåðîÿòíîñòòà P (A) ïðèëàãàìå Òåîðåìà 4.4:
P (A) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2)P (A4|A1 ∩ A2 ∩ A3) .17



Èìàìå: P (A1) =
4

32
=

1

8
, P (A2|A1) =

3

31
, P (A3|A1 ∩ A2) =

2

30
è

P (A4|A1 ∩ A2 ∩ A3) =
1

29
. Ñëåäîâàòåëíî

P (A) =
1

8
· 3

31
· 2

30
· 1

29
=

1

35960
≈ 0,0000278 .á) Äà îçíà÷èì ñ B ñúáèòèåòî ñðåä èçòåãëåíèòå ÷åòèðè êàðòè äà èìàïîíå åäíî àñî è ñ B̄ � ïðîòèâîïîëîæíîòî ñúáèòèå � äà íÿìà íèòî åäíîàñî. Íåêà îñâåí òîâà Bk e ñúáèòèåòî k-òàòà èçòåãëåíà êàðòà äà íå å àñî,

k = 1, 2, 3, 4. Òîãàâà B̄ = B1 ∩ B2 ∩ B3 ∩ B4 è ïî Òåîðåìà 4.4:
P (B̄) = P (B1)P (B2|B1)P (B3|B1 ∩ B2)P (B4|B1 ∩ B2 ∩ B3) .Çà âåðîÿòíîñòòà P (B̄) íàìèðàìå

P (B̄) =
28

32
· 27

31
· 26

30
· 25

29
=

4095

7192
≈ 0,569 ,îòêúäåòî

P (B) = 1 − P (B̄) = 1 − 4095

7192
≈ 0,431 .Ïðèìåð 4.3. Îò êîíñïåêò ñ 50 âúïðîñà ñòóäåíò íàó÷èë ñàìî 40âúïðîñà. Âñåêè èçïèòåí áèëåò ñúäúðæà 3 âúïðîñà îò êîíñïåêòà. Çà äàñè âçåìå èçïèòà ñòóäåíòúò òðÿáâà äà çíàå è òðèòå âúïðîñà îò áèëåòà,êîéòî å èçòåãëèë. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà ñòóäåíòúò äà ñè âçåìå èçïèòà?Îçíà÷àâàìå ñ A1 ñúáèòèåòî ñòóäåíòúò äà çíàå ïúðâèÿ âúïðîñ îò èç-òåãëåíèÿ èçïèòåí áèëåò, ñ A2 � ñúáèòèåòî ñòóäåíòúò äà çíàå âòîðèÿâúïðîñ îò áèëåòà, ñ A3 ñúáèòèåòî ñòóäåíòúò äà çíàå òðåòèÿ âúïðîñ, à ñ

A � ñúáèòèåòî ñòóäåíòúò äà çíàå è òðèòå âúïðîñà. Òîãàâà
P (A) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1 ∩ A2) .Çà âåðîÿòíîñòòà P (A1) èìàìå P (A1) =

40

50
=

4

5
, à çà óñëîâíèòå âåðîÿò-íîñòè: P (A2|A1) =

39

49
è P (A3|A1 ∩ A2) =

38

48
. Ñëåäîâàòåëíî

P (A) =
4

5
· 39

49
· 38

48
=

247

490
=≈ 0,50 .Òàêà âåðîÿòíîñòòà ñòóäåíòúò äà ñè âçåìå èçïèòà å ïðèáëèçèòåëíî50%, ïî÷òè êîëêîòî âåðîÿòíîñòòà äà íå ñè âçåìå èçïèòà. Çà äà ñå ïîâèøèâåðîÿòíîñòòà ñòóäåíòúò äà ñè âçåìå èçïèòà òîé òðÿáâà äà íàó÷è ïîâå÷åîò 40 âúïðîñà. Àêî íàó÷è ïî-ìàëêî îò 40 âúïðîñà, òî âåðîÿòíîñòòà äàíå ñè âçåìå èçïèòà ùå å ïî-ãîëÿìà îò òàçè äà ñè âçåìå èçïèòà.18



Ùå ðàçãëåäàìå îùå åäèí ïðèìåð.Ïðèìåð 4.4. Â óðíà èìà 9 áåëè, 5 ÷åðâåíè è 6 ñèíè òîïêè. Ïîñëó÷àåí íà÷èí âàäèì ïîñëåäîâàòåëíî 6 òîïêè áåç äà âðúùàìå îáðàòíîâ óðíàòà èçâàäåíèòå òîïêè. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà äà ñå èçâàäÿò: à) 2áåëè, 3 ÷åðâåíè è 1 ñèíÿ òîïêà â òîçè ðåä; á) 2 áåëè, 3 ÷åðâåíè è 1 ñèíÿòîïêà, íåçàâèñèìî îò ðåäà íà èçâàæäàíåòî èì?à) Îçíà÷àâàìå ñ A1 ñúáèòèåòî ïúðâàòà èçâàäåíà òîïêà äà å áÿëà, ñ
A2 ñúáèòèåòî ñúáèòèåòî âòîðàòà èçâàäåíà òîïêà äà å áÿëà, ñ B1 ñúáè-òèåòî òðåòàòà èçâàäåíà òîïêà äà å ÷åðâåíà, ñ B2 ñúáèòèåòî ÷åòâúðòàòàèçâàäåíà òîïêà äà å ÷åðâåíà, ñ B3 ñúáèòèåòî ïåòàòà èçâàäåíà òîïêà äàå ÷åðâåíà è ñ C1 ñúáèòèåòî øåñòàòà èçâàäåíà òîïêà äà å ñèíÿ. Íàêðàÿ ñ
A äà îçíà÷èì ñúáèòèåòî ïúðâèòå äâå èçâàäåíè îò óðíàòà òîïêè ñà áåëè,ñëåäâàùèòå òðè èçâàäåíè òîïêè ñà ÷åðâåíè è øåñòàòà èçâàäåíà òîïêà åñèíÿ. Òîãàâà èìàìå:

P (A) = P (A1)P (A2|A1)P (B1|A1 ∩ A2)P (B2|A1 ∩ A2 ∩ B1) ×
× P (B3|A1 ∩ A2 ∩ B1 ∩ B2)P (C1|A1 ∩ A2 ∩ B1 ∩ B2 ∩ B3) .Ïðåñìÿòàìå íåîáõîäèìèòå âåðîÿòíîñòè P (A1) =

9

20
, P (A2|A1) =

8

19
,

P (B1|A1∩A2) =
5

18
, P (B2|A1∩A2∩B1) =

4

17
, P (B3|A1∩A2∩B1∩B2) =

3

16
, P (C1|A1 ∩ A2 ∩ B1 ∩ B2 ∩ B3) =

6

15
, çàìåñòâàìå â ãîðíàòà �îðìóëàçà P (A) è íàìèðàìå

P (A) =
9 . 8 . 5 . 4 . 3 . 6

20 . 19 . 18 . 17 . 16 . 15
=

3

3230
≈ 0,001 .á) Íåêà B e ñúáèòèåòî ñðåä èçâàäåíèòå 6 òîïêè èìà äâå áåëè, òðè÷åðâåíè è åäíà ñèíÿ òîïêà, íåçàâèñèìî â êàêúâ ðåä ñà èçâàäåíè.I íà÷èí. Çà íàìèðàíå íà âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî B óìíîæàâàìåâåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî A ñ áðîÿ íà ïåðìóòàöèèòå îò 6 åëåìåíòà èðàçäåëÿìå íà ïðîèçâåäåíèåòî íà ïåðìóòàöèèòå îò 2 åëåìåíòà (çà áåëèòåòîïêè) ïî ïåðìóòàöèèòå îò 3 åëåìåíòà (çà ÷åðâåíèòå òîïêè) ïî ïåðìó-òàöèèòå îò 1 åëåìåíò (çà ñèíÿòà òîïêà), ò.å.

P (B) =
P (A) . 6!

2! . 3! . 1!
=

720 . P (A)

2 . 6 . 1
=

60 . 3

3230
=

18

323
≈ 0,056 .II íà÷èí. Çà ïðåñìÿòàíåòî íà âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî B ìîæåìäà èçïîëçâàìå êëàñè÷åñêîòî îïðåäåëåíèå çà âåðîÿòíîñò è �îðìóëàòà çà19



óìíîæàâàíå íà íåçàâèñèìè ñúáèòèÿ. Óìíîæàâàìå áðîÿ íà êîìáèíàöèèòåîò 9 åëåìåíòà âòîðè êëàñ ïî áðîÿ íà êîìáèíàöèèòå îò 5 åëåìåíòà òðåòèêëàñ ïî áðîÿ íà êîìáèíàöèèòå îò 6 åëåìåíòà ïúðâè êëàñ è ïîëó÷åíîòîïðîèçâåäåíèå ðàçäåëÿìå íà áðîÿ íà êîìáèíàöèèòå îò 20 åëåìåíòà øåñòèêëàñ:
P (B) =

(

9
2

)

.
(

5
3

)

.
(

6
1

)

(

20
6

) =
9 . 8 . 5 . 4 . 6

1 . 2 . 1 . 2 . 1
· 1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6

20 . 19 . 18 . 17 . 16 . 15
=

18

323
≈ 0,056 .Âèæäàìå, ÷å è ïî äâàòà íà÷èíà ïî êîèòî ðåøèõìå óñëîâèå á) ïîëó-÷èõìå åäèí è ñúù îòãîâîð.Ñåãà ùå äå�èíèðàìå åäíî îáîáùåíèå íà áèíîìíèòå êîå�èöèåíòè,íàìèðàùî ïðèëîæåíèå â êîìáèíàòîðèêàòà è âåðîÿòíîñòèòå. Íåêà s, nè k1, . . . , ks ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà ÷å 1 ≤ s ≤ n, 0 ≤ ki ≤ n çà

i = 1, . . . , s è 0 ≤
s

∑

i=1

ki ≤ n. Îáîáùåí áèíîìåí êîå�èöèåíò ùå íàðè÷àìåèçðàçà:
(

n

k1, . . . , ks

)

=
n!

k1! . . . ks! .
(

n −
∑s

i=1 ki

)

!
.Ñëåäñòâèå 4.5. Àêî îçíà÷èì ks+1 = n − ∑s

i=1 ki â ñèëà å ñëåäíîòîðàâåíñòâî:
(a1 + a2 + · · · + as+1)

n =
∑

0≤k1+···+ks≤n

(

n

k1, . . . , ks

)

ak1

1 . . . aks

s a
ks+1

s+1 .Äà îòáåëåæèì, ÷å ïðè ðåøàâàíåòî Ïðèìåð 4.4, á) ïî I íà÷èí èçïîë-çâàõìå P (B) =
(

6
2,3

)

P (A).Ïðèìåð 4.5. Îò êîëîäà ñ 32 êàðòè èçòåãëÿìå ïî ñëó÷àåí íà÷èíïîñëåäîâàòåëíî 5 êàðòè áåç äà âðúùàìå èçòåãëåíèòå êàðòè îáðàòíî âêîëîäàòà. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà òåçè 5 êàðòè äà áúäàò 2 ïîïà, 1 äàìà è2 äðóãè, ðàçëè÷íè îò äàìà è ïîï; à) àêî ñà èçòåãëåíè òî÷íî â òîçè ðåä;á) íåçàâèñèìî îò ðåäà íà òåãëåíåòî èì?à) Íåêà ñ A1 îçíà÷èì ñúáèòèåòî ïúðâàòà èçòåãëåíà êàðòà å ïîï, ñ
A2 � ñúáèòèåòî âòîðàòà èçòåãëåíà êàðòà å ïîï, ñ B1 � òðåòàòà èçòåãëåíàêàðòà å äàìà, ñ C1 � ÷åòâúðòàòà èçòåãëåíà êàðòà å ðàçëè÷íà îò ïîï èäàìà, C2 � ïåòàòà èçòåãëåíà êàðòà å ðàçëè÷íà îò ïîï è äàìà. Íàêðàÿ, ñ
A äà îçíà÷èì ñúáèòèåòî ïúðâèòå 2 èçòåãëåíè êàðòè ñà ïîïîâå, òðåòàòàèçòåãëåíà êàðòà å äàìà è ïîñëåäíèòå 2 èçòåãëåíè êàðòè ñà ðàçëè÷íè îò20



ïîï è äàìà. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 4.4:
P (A) = P (A1)P (A2|A1)P (B1|A1 ∪ A2)P (C1|A1 ∩ A2 ∩ B1) ×

× P (C2|A1 ∩ A2 ∩ B1 ∩ C1) .Â êîëîäàòà ïîïîâåòå ñà 4, äàìèòå ñúùî ñà 4, à ðàçëè÷íèòå îò ïîï è äàìàêàðòè ñà 24. Òîãàâà çà âåðîÿòíîñòèòå èìàìå: P (A1) =
4

32
, P (A2|A1) =

3

31
, P (B1|A1 ∩A2) =

4

30
, P (C1|A1 ∩A2 ∩B1) =

24

29
è P (C2|A1 ∩A2 ∩B1 ∩

C1) =
23

28
. Ñëåäîâàòåëíî

P (A) =
4 . 3 . 4 . 24 . 23

32 . 31 . 30 . 29 . 28
=

69

62930
≈ 0,001 .á) Äà îçíà÷èì ñ B ñúáèòèåòî èçòåãëåíèòå 5 êàðòè äà áúäàò 2 ïîïà,1 äàìà è 2 äðóãè, ðàçëè÷íè îò äàìà è ïîï, íåçàâèñèìî îò ïîñëåäîâàòåë-íîñòòà íà èçòåãëÿíåòî èì.I íà÷èí. Âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî B íàìèðàìå, êàòî óìíîæèì âå-ðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî A ñ îáîáùåíèÿ áèíîìåí êîå�èöèåíò (

5
2,1

):
P (B) =

P (A) 5!

2! . 1! . 2!
=

120P (A)

2 . 1 . 2
=

30 . 69

62930
=

207

6293
≈ 0,032 .II íà÷èí. Çà ïðåñìÿòàíå íà âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî B ìîæåì äàèçïîëçâàìå è êëàñè÷åñêîòî îïðåäåëåíèå çà âåðîÿòíîñò è �îðìóëàòà çàóìíîæàâàíå íà íåçàâèñèìè ñúáèòèÿ. Óìíîæàâàìå áðîÿ íà êîìáèíàöèèòåîò 4 åëåìåíòà âòîðè êëàñ ïî áðîÿ íà êîìáèíàöèèòå îò 4 åëåìåíòà ïúðâèêëàñ ïî áðîÿ íà êîìáèíàöèèòå îò 24 åëåìåíòà âòîðè êëàñ è ïîëó÷åíîòîïðîèçâåäåíèå ðàçäåëÿìå íà áðîÿ íà êîìáèíàöèèòå îò 32 åëåìåíòà ïåòèêëàñ:

P (B) =

(

4
2

)(

4
1

)(

24
2

)

(

32
5

) =
4 . 3 . 4 . 24 . 23

1 . 2 . 1 . 1 . 2
· 1 . 2 . 3 . 4 . 5

32 . 31 . 30 . 29 . 28
=

207

6293
=≈ 0,032 .�5. ÔÎ�ÌÓËÀ ÇÀ ÏÚËÍÀÒÀ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒ. �Î�ÌÓËÀÍÀ ÁÅÉÑÍåêà H1,H2, . . . ,Hn å ïúëíà ãðóïà îò íåñúâìåñòèìè ñúáèòèÿ, ò.å.

H1 ∪ H2 ∪ · · · ∪ Hn = Ω è Hi ∩ Hj = Ø çà i, j = 1, 2, . . . , n è i 6= j.21



Ñúâêóïíîñòòà òî ñúáèòèÿòà H1,H2, . . . ,Hn ùå íàðè÷àìå ïúëíà ãðóïàîò íåñúâìåñòèìè õèïîòåçè, à âñÿêî îò òÿõ ùå íàðè÷àìå õèïîòåçà.Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å âåðîÿòíîñòèòå P (H1), P (H2), . . . , P (Hn) íà õè-ïîòåçèòå H1,H2, . . . ,Hn ñà èçâåñòíè èëè ìîãàò äà áúäàò ïðåñìåòíàòè.�àçãëåæäàìå ñúáèòèå A, çà êîåòî ñúùî ñà èçâåñòíè èëè ìîãàò äà áúäàòïðåñìåòíàòè âåðîÿòíîñòèòå íà A â óñëîâèÿòà íà âñÿêà îò òåçè õèïîòåçè,ò.å. óñëîâíèòå âåðîÿòíîñòè P (A|Hk), çà k = 1, 2, . . . , n. Â ñèëà å ñëåäíàòàòåîðåìà.Òåîðåìà 5.1 (Ôîðìóëà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò). Íåêà ñúáèòèåòî Aìîæå äà ñå ñëó÷è ñàìî ïðè óñëîâèÿòà íà ïúëíà ãðóïà îò íåñúâìåñòèìèõèïîòåçè H1,H2, . . . ,Hn, òîãàâà çà âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî A å â ñèëà�îðìóëàòà:
P (A) =

n
∑

k=1

P (Hk)P (A|Hk) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. �àçëàãàìå ñúáèòèåòî A ïî ïúëíàòà ãðóïà õè-ïîòåçè H1,H2, . . . ,Hn:
A = (A ∩ H1) ∪ (A ∩ H2) ∪ · · · ∪ (A ∩ Hn) ,ïðèëàãàìå òåîðåìàòà çà ñúáèðàíå íà íåñúâìåñòèìè ñúáèòèÿ è ïîëó÷à-âàìå

P (A) = P (A ∩ H1) + P (A ∩ H2) + · · · + P (A ∩ Hn) .Ïî òåîðåìàòà çà óìíîæåíèå íà âåðîÿòíîñòè
P (A ∩ Hk) = P (Hk)P (A|Hk), k = 1, 2, . . . , nè ñëåäîâàòåëíî

P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) + · · · + P (Hn)P (A|Hn) =

=

n
∑

k=1

P (Hk)P (A|Hk) .Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà.Ïðèìåð 5.1. Çà çà÷îò ïî ìàòåìàòèêà ñà ïîäãîòâåíè îáùî 100 çàäà-÷è � 20 çàäà÷è çà ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöè, 40 çàäà÷è çà ïðîèçâîäíè è 40çàäà÷è çà èíòåãðàëè. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà ñòóäåíò äà ðåøè ñëó÷àéíîèçáðàíà çàäà÷à, àêî òîé ìîæå äà ðåøàâà 8 îò çàäà÷èòå çà ãðàíèöè, 30îò çàäà÷èòå çà ïðîèçâîäíè è 10 îò çàäà÷èòå çà èíòåãðàëè?22



Äà îçíà÷èì ñ H1 ñúáèòèåòî èçáðàíà å çàäà÷à çà ãðàíèöè, ñ H2 � çà-äà÷à çà ïðîèçâîäíè, ñ H3 � çàäà÷à çà èíòåãðàëè è ñ A ñúáèòèåòî ñòóäåí-òúò ðåøàâà ñëó÷àéíî èçáðàíàòà çàäà÷à. Çà âåðîÿòíîñòèòå íà õèïîòåçèòå
H1,H2,H3 èìàìå:
P (H1) =

20

100
= 0,2 , P (H2) =

40

100
= 0,4 , P (H3) =

40

100
= 0,4 .Çà óñëîâíèòå âåðîÿòíîñòè ïðåñìÿòàìå ñúîòâåòíî:

P (A|H1) =
8

20
= 0,4 , P (A|H2) =

30

40
= 0,75 , P (A|H3) =

10

40
= 0,25 .Tîãàâà çà âåðîÿòíîñòòà íà ñúáèòèåòî A íàìèðàìå:

P (A) =

3
∑

k=1

P (Hk)P (A|Hk) = 0,2 . 0,4 + 0, 4 . 0,75 + 0, 4 . 0,25 = 0,48 .Ñëåäîâàòåëíî âåðîÿòíîñòòà ñòóäåíòúò äà ðåøè ñëó÷àéíî èçáðàíà îòïîäãîòâåíèòå çà çà÷îòà 100 çàäà÷è å 48%.Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñúáèòèåòî A ìîæå äà ñå ñëó÷è ñàìî ïðè óñëîâè-ÿòà íà äàäåíà íè ïúëíà ãðóïà îò íåñúâìåñòèìè õèïîòåçè H1,H2, . . . ,Hn.Èçâåñòíî å, ÷å ñúáèòèåòî A ñå å îñúùåñòâèëî. Èíòåðåñóâà íè âúïðîñúòçà íàìèðàíåòî íà àïîñòåðèîðíàòà âåðîÿòíîñò P (Hk|A), ò.å. âåðîÿò-íîñòòà äà ñå å îñúùåñòâèëà õèïîòåçàòà Hk ïðè óñëîâèå, ÷å ñå ñëó÷èëîñúáèòèåòî A. Òàçè çàäà÷à èìà ïðàêòè÷åñêî ïðèëîæåíèå íàïðèìåð çàîòêðèâàíå íà ïðè÷èíàòà çà ïîâðåäà íà óðåä èëè àïàðàò ïðè ðåìîíò, çàíàìèðàíå íà ïðè÷èíàòà çà àâàðèÿ èëè êàòàñòðî�à è äð.Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà:Òåîðåìà 5.2 (Ôîðìóëà íà Áåéñ). Íåêà ñúáèòèåòî A ìîæå äà ñåñëó÷è ñàìî ïðè óñëîâèÿòà íà äàäåíà íè ïúëíà ãðóïà îò íåñúâìåñòèìèõèïîòåçè H1,H2, . . . ,Hn è íåêà ñúáèòèåòî A ñå å îñúùåñòâèëî. Òîãàâà
P (Hk|A) =

P (Hk)P (A|Hk)
n

∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi)çà âñÿêî k = 1, 2, . . . , n.Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ôèêñèðàìå åäíî åñòåñòâåíî ÷èñëî k èçìåæäó
1, 2, . . . , n. Çà âåðîÿòíîñòòà íà ñå÷åíèåòî íà ñúáèòèåòî A è õèïîòåçàòà
Hk èìàìå:

P (A ∪ Hk) = P (A)P (Hk|A) = P (Hk)P (A|Hk) ,23



îòêúäåòî
P (Hk|A) =

P (Hk)P (A|Hk)

P (A)
.Çàìåñòâàìå P (A) ñ ðàâíîòî ìó îò �îðìóëàòà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò èïîëó÷àâàìå

P (Hk|A) =
P (Hk)P (A|Hk)
n

∑

i=1

P (Hi)P (A|Hi)

.Ñ òîâà òåîðåìàòà å äîêàçàíà.Äà ðàçãëåäàìå îòíîâî Ïðèìåð 5.1, íî îò ìàëêî ïî-ðàçëè÷åí àñïåêò.Àêî ñòóäåíòúò å ðåøèë äàäåíàòà çàäà÷à, êàêâà å âåðîÿòíîñòòà òÿ äà åîò âñåêè îò îòäåëíèòå ðàçäåëè íà ìàòåìàòèêàòà.Ïðèìåð 5.2. Çà çà÷îò ïî ìàòåìàòèêà ñà ïîäãîòâåíè îáùî 100 çà-äà÷è � 20 çàäà÷è çà ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöè, 40 çàäà÷è çà ïðîèçâîäíèè 40 çàäà÷è çà èíòåãðàëè. Ñòóäåíò ìîæå äà ðåøàâà 8 îò çàäà÷èòå çàãðàíèöè, 30 îò çàäà÷èòå çà ïðîèçâîäíè è 10 îò çàäà÷èòå çà èíòåãðàëè.Íà çà÷îòà ñòóäåíòúò å ðåøèë äàäåíàòà ïî ñëó÷àåí íà÷èí çàäà÷à. Êàê-âà å âåðîÿòíîñòòà òàçè çàäà÷à äà å çà: à) ãðàíèöè; á) ïðîèçâîäíè; â)èíòåãðàëè?Äà îçíà÷èì ñ H1 õèïîòåçàòà äàäåíàòà íà çà÷îòà çàäà÷à å çà ãðàíèöè,ñ H2 õèïîòåçàòà � äàäåíàòà íà çà÷îòà çàäà÷à å çà ïðîèçâîäíè, ñ H3 �äàäåíàòà íà çà÷îòà çàäà÷à å çà èíòåãðàëè è A å ñúáèòèåòî ñòóäåíòúò äàðåøè äàäåíàòà íà çà÷îòà çàäà÷à. Êàêòî â Ïðèìåð 5.1 íàìèðàìå
P (H1) = 0,2 , P (H2) = 0,4 , P (H3) = 0,4 ,

P (A|H1) = 0,4 , P (A|H2) = 0,75 , P (A|H3) = 0,25 ,

P (A) = 0,48 .Ñåãà îò �îðìóëàòà íà Áåéñ íàìèðàìå àïîñòåðèîðíèòå âåðîÿòíîñòè
P (H1|A), P (H2|A) è P (H3|A):

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

0,4 . 0,75

0,48
= 0,625 ,

P (H2|A) =
P (H2)P (A|H2)

P (A)
=

0,4 . 0,25

0,48
= 0,208 ,

P (H3|A) =
P (H3)P (A|H3)

P (A)
=

0,2 . 0,4

0,48
= 0,167 .Ùå îòáåëåæèì, ÷å å â ñèëà 3

∑

i=1

P (Hi|A) = 1.24



Ïðèìåð 5.3. Äåñåò ñòðåëöè � òðèìà îò êëàñ 1, ïåò îò êëàñ 2 èäâàìà îò êëàñ 3 � ñòðåëÿò åäíîâðåìåíî ïî ìèøåíà. Âñåêè ñòðåëåö îòêëàñ 1 óëó÷âà ìèøåíàòà ñ âåðîÿòíîñò 0,9; âñåêè ñòðåëåö îò êëàñ 2 óëó÷âàìèøåíàòà ñ âåðîÿòíîñò 0,8; âñåêè ñòðåëåö îò êëàñ 3 óëó÷âà ìèøåíàòàñ âåðîÿòíîñò 0,6. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà ìèøåíàòà äà å óëó÷åíà? Àêîìèøåíàòà å óëó÷åíà, êàêâà å âåðîÿòíîñòòà òîâà äà å íàïðàâèë ñòðåëåöîò: à) êëàñ 1; á) êëàñ 2; â) êëàñ 3?Íåêà H1 å õèïîòåçàòà ñòðåëÿ ñòðåëåö îò êëàñ 1, H2 � õèïîòåçàòàñòðåëÿ ñòðåëåö îò êëàñ 2, H3 � õèïîòåçàòà ñòðåëÿ ñòðåëåö îò êëàñ 3 è
A å ñúáèòèåòî ìèøåíàòà å óëó÷åíà. Ïî óñëîâèå èìàìå:

P (H1) =
3

10
= 0,3 , P (H2) =

5

10
= 0,5 , P (H3) =

2

10
= 0,2 ,

P (A|H1) = 0, 9 , P (A|H2) = 0, 8 , P (A|H3) = 0, 6 .Ïî �îðìóëàòà çà ïúëíàòà âåðîÿòíîñò ïðåñìÿòàìå âåðîÿòíîñòòà P (A)ìèøåíàòà äà áúäå óëó÷åíà îò íÿêîé ñòðåëåö:
P (A) =

3
∑

k=1

P (Hk)P (A|Hk) = 0,3 . 0,9 + 0,5 . 0,8 + 0,2 . 0,6 = 0,79 .Çà íàìèðàíåòî íà àïîñòåðèîðíèòå âåðîÿòíîñòè ùå èçïîëçâàìå �îð-ìóëàòà íà Áåéñ.à) Àêî ìèøåíàòà å óëó÷åíà, òî âåðîÿòíîñòòà òîâà äà å íàïðàâèë ñòðå-ëåö îò êëàñ 1 å:
P (H1|A) =

P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

0,3 . 0,9

0,79
≈ 0,342 .á) Àêî ìèøåíàòà å óëó÷åíà, òî âåðîÿòíîñòòà òîâà äà å íàïðàâèë ñòðå-ëåö îò êëàñ 2 å:

P (H2|A) =
P (H2)P (A|H2)

P (A)
=

0,5 . 0,8

0,79
≈ 0,506 .â) Àêî ìèøåíàòà å óëó÷åíà, òî âåðîÿòíîñòòà òîâà äà å íàïðàâèë ñòðå-ëåö îò êëàñ 1 å:

P (H3|A) =
P (H3)P (A|H3)

P (A)
=

0,2 . 0,6

0,79
≈ 0,152 .Ùå îòáåëåæèì, ÷å îòíîâî å èçïúëíåíî 3

∑

i=1

P (Hi|A) = 1.25



�6. ÑËÓ×ÀÉÍÈ ÂÅËÈ×ÈÍÈ. ÇÀÊÎÍ ÇÀ�ÀÇÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ. �ÅÄ ÇÀ �ÀÇÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ÍÀÄÈÑÊ�ÅÒÍÀ ÑËÓ×ÀÉÍÀ ÂÅËÈ×ÈÍÀÎïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ùå íàðè÷àìå, òàêàâà âåëè÷èíà,êîÿòî â ðåçóëòàò îò îïèòà ïðèåìà åäíà è ñàìî åäíà ñòîéíîñò (ïðè òîâàïðåäâàðèòåëíî å íåèçâåñòíà êîÿ å òÿ), ò.å. òîâà å âåëè÷èíà, êîÿòî ñèçâåñòíà âåðîÿòíîñò ïðèåìà åäíà èëè äðóãà ñòîéíîñò.Ñúâêóïíîñòòà îò âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà îá-ðàçóâàò ìíîæåñòâî Θ, êîåòî ùå íàðè÷àìå ìíîæåñòâî íà âúçìîæíèòåñòîéíîñòè çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà. Ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè ùå îçíà÷à-âàìå ñ ãîëåìè ëàòèíñêè áóêâè: X,Y,Z, . . . , à òåõíèòå ñòîéíîñòè ùå îò-áåëÿçâàìå ñ ìàëêè ëàòèíñêè áóêâè: x, y, z, . . . .Âåðîÿòíîñòèòå ñ êîèòî ñå ïðèåìàò ðàçëè÷íèòå ñòîéíîñòè íà ñëó÷àé-íèòå âåëè÷èíè ùå îòáåëÿçâàìå ñ áóêâè ñúñ ñúîòâåòíèòå èíäåêñè: íàï-ðèìåð P (X = x1) = P (x1) = P1.Ïðèìåðè çà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñà: áðîÿò íà ñòóäåíòèòå íà äàäåíàëåêöèÿ, áðîÿò íà áîëíèòå â äàäåí ðàéîí, ïðîäúëæèòåëíîñòòà íà ÷îâåø-êèÿ æèâîò, áðîÿò íà ÷àêàùèòå êîëè íà îïðåäåëåí ñâåòî�àð, ãðåøêàòàïðè èçìåðâàíåòî íà åäíà âåëè÷èíà, ìàêñèìàëíàòà òåìïåðàòóðà çà äåíÿè äð.Ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè ìîãàò äà ñå ðàçäåëÿò íà äèñêðåòíè è íåïðå-êúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.Îïðåäåëåíèå. Äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ùå íàðè÷àìå, òàêà-âà âåëè÷èíà, êîÿòî ïðèåìà ñ îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñò îòäåëåíè åäíà îòäðóãà âúçìîæíè ñòîéíîñòè, êîèòî ìîãàò äà ñå íîìåðèðàò. Áðîÿò íà âúç-ìîæíèòå ñòîéíîñòè íà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ìîæå äà áúäåêðàåí èëè áåçêðàåí.Â ïðàêòèêàòà ÷åñòî ñå ñðåùàò äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, êîèòîìîãàò äà ïðèåìàò ñàìî öåëè ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè. Íàïðèìåð, áðîÿòíà ðîäåíèòå ìîì÷åòà â äàäåí ìåñåö îò âñè÷êè ðîäåíè â ðàéîíà, áðîÿòíà ïðèñúñòâàùèòå íà äàäåíà ëåêöèÿ ñòóäåíòè, áðîÿò íà ÷àêàùèòå êîëèíà îïðåäåëåí ñâåòî�àð è äð.Äà ðàçãëåäàìå íÿêîè ïðèìåðè çà äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.Ïðèìåð 6.1. Ïðè õâúðëÿíå íà ïðàâèëåí çàð ñëó÷àéíà âåëè÷èíà Xå áðîÿò íà ïàäíàëèòå ñå òî÷êè. Ìíîæåñòâîòî íà âúçìîæíèòå ñòîéíîñòèå: Θ = {1, 2, 3, 4, 5, , 6}. 26



Ïðèìåð 6.2. Ïðè òðèêðàòíî õâúðëÿíå íà ìîíåòà ñëó÷àéíà âåëè-÷èíà Y å ÷åñòîòàòà íà ïîÿâÿâàíå íà ãåðá. Ìíîæåñòâîòî íà âúçìîæíèòåñòîéíîñòè å: Θ = {0,
1

3
,

2

3
, 1}.Îïðåäåëåíèå. Íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ùå íàðè÷àìå òà-êàâà âåëè÷èíà, êîÿòî ïðèåìà ñ îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñò âñè÷êè ñòîéíîñòèîò íÿêàêúâ èíòåðâàë.Ïðèìåðè çà íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñà: ïðîäúëæèòåëíîñò-òà íà ÷îâåøêèÿ æèâîò, ñêîðîñòòà íà åäíà ìîëåêóëèòå íà ãàçà, òåìïåðà-òóðàòà íà âúçäóõà ïðåç äåíÿ, âðåìåòî çà áåçàâàðèéíà ðàáîòà íà óðåä èäð.Ïðèìåð 6.3. Îò÷èòàìå èçïðàâíîñòòà íà êîìïþòúð ñëåä ïîðåäíèÿðåìîíò. Ñëó÷àéíà âåëè÷èíà T å âðåìåòî íà ðàáîòà äî ñëåäâàùàòà ïîâ-ðåäà. Ìíîæåñòâîòî íà âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè Θ å èíòåðâàëà [0,+∞).Ìíîæåñòâîòî Θ å áåçêðàéíî è íåèçáðîèìî.Ïðèìåð 6.4. Èçìåðâàìå äúëæèíàòà íà äåòàéë â ìèëèìåòðè, êàòîðåçóëòàòúò ñå çàêðúãëÿ äî íàé áëèçêîòî öÿëî ÷èñëî ìèëèìåòðè. Ñëó-÷àéíà âåëè÷èíà L å ãðåøêàòà îò çàêðúãëÿâàíåòî. Ìíîæåñòâîòî íà âúç-ìîæíèòå ñòîéíîñòè Θ å èíòåðâàëúò [−1, 1]. Â òîçè ñëó÷àé Θ å çàòâîðåíêðàåí èíòåðâàë, íî åäíîâðåìåííî ñ òîâà å áåçêðàéíî è íåèçáðîèìî ìíî-æåñòâî.Çàêîí çà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ùå íàðè÷àìå, âñÿêîïðàâèëî (òàáëèöà, �óíêöèÿ), ïîçâîëÿâàùî äà ñå îïðåäåëè âåðîÿòíîñòòàíà âñåâúçìîæíèòå ñúáèòèÿ ñâúðçàíè ñúñ ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà (íàïðè-ìåð, âåðîÿòíîñòòà äà ïðèåìà íÿêàêâà ñòîéíîñò èëè äà ïîïàäà â äàäåíèíòåðâàë). Çà äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å äîñòàòú÷íî äà ìîãàò äàñå îïðåäåëÿò âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà è ñúîòâåò-ñòâàùèòå èì âåðîÿòíîñòè.�åä çà ðàçïðåäåëåíèå íà äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñå çàäàâà ñòàáëèöà îò äâà ðåäà:

X x1 x2 . . . xn . . .
P p1 p2 . . . pn . . .

.Íà ïúðâèÿ ðåä ñà âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà äèñêðåòíàòà âåëè÷èíà,ïîäðåäåíè â íàðàñòâàù ðåä, à íà âòîðèÿ ðåä ñà âåðîÿòíîñòèòå íà òåçèñòîéíîñòè.Äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ìîæå äà ñå çàäàäå îñâåí ñ ðåä íà ðàç-ïðåäåëåíèå è ÷ðåç çàäàâàíå íà âåðîÿòíîñòèòå ñ �óíêöèÿ f(i) îò íîìå-27



ðà íà ïîäðåäåíèòå âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà, ò.å.
pi = f(i), i = 1, 2, . . . , n, . . . .Òåîðåìà 6.1. Ñóìàòà îò âåðîÿòíîñòèòå íà âñè÷êè âúçìîæíè ñòîé-íîñòè íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å ðàâíà íà 1, ò.å. ∑

i

pi = 1.Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ñúáèòèÿòà {X = x1}, {X = x2}, . . . , {X = xi}, . . .ñà íåñúâìåñòèìè è îáðàçóâàò ïúëíà ãðóïà. Òîãàâà ∑

i

pi = 1.Ïðèìåð 6.5. �àçãëåæäàìå òðè óðåäà, ðàáîòåùè íåçàâèñèìî åäèíîò äðóã. Âåðîÿòíîñòòà çà áåçîòêàçíà ðàáîòà: íà ïúðâèÿ óðåä å 0,2, íàâòîðèÿ óðåä å 0,4 è íà òðåòèÿ óðåä å 0,5. Àêî ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Xèìà çà ñòîéíîñòè áðîÿ íà èçïðàâíî ðàáîòåùèòå óðåäè äà ñå ïîñòðîè ðåäàçà ðàçïðåäåëåíèå íà X.Âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà X ñà 0, 1, 2, 3. Ñúîòâåòñòâàùèòå èì âåðî-ÿòíîñòè ùå íàìåðèì ÷ðåç ïðàâèëàòà çà ñúáèðàíå è óìíîæåíèå íà âåðî-ÿòíîñòè. Çà êðàòêîñò ùå îçíà÷àâàìå èçïðàâíîñòòà íà åäèí óðåä ½+“ , àîòêàçà ñ ½−“. Òîãàâà
p1 = P (X = 0) = P (−−−) = 0, 8 . 0,6 . 0, 5 = 0,24,

p2 = P (X = 1) = P (+ −−) + P (− + −) + P (−− +) =

= 0,2 . 0, 6 . 0, 5 + 0,8 . 0,4 . 0,5 + 0,8 . 0,6 . 0,5 = 0,46 ,

p3 = P (X = 2) = P (− + +) + P (+ − +) + P (+ + −) =

= 0, 8 . 0,4 . 0,5 + 0,2 . 0,6 . 0,5 + 0,2 . 0,4 . 0,5 = 0,26,

p4 = P (X = 3) = P (+ + +) = 0,2 . 0,4 . 0,5 = 0,04 .Óñëîâèåòî 4
∑

i=1

pi = 1 å èçïúëíåíî.�åäúò íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà èìà âèäà:
X 0 1 2 3
P 0,24 0,46 0,26 0,04 .�ðà�è÷íîòî èçîáðàæåíèå íà ðåäà íà ðàçïðåäåëåíèå ñå íàðè÷à ïîëè-ãîí íà ðàçïðåäåëåíèå íà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X. Ïîñòðîÿ-âàíåòî ìó ñå èçâúðøâà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: îò âñÿêà âúçìîæíà ñòîéíîñòíà X, êîÿòî îòáåëÿçâàìå âúðõó àáñöèñàòà, èçäèãàìå ïåðïåíäèêóëÿð, íà28



êîéòî îòáåëÿçâàìå âåðîÿòíîñòòà íà òàçè ñòîéíîñò íà X. Òàêà ïî àáñöè-ñàòà ñà âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà X, à ïî îðäèíàòàòà ñà âåðîÿòíîñòèòåíà òåçè ñòîéíîñòè. Ïîëó÷åíèòå òî÷êè ñúåäèíÿâàìå ïîñëåäîâàòåëíî ñîòñå÷êè.�7. ÔÓÍÊÖÈß ÍÀ �ÀÇÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ. ÏËÚÒÍÎÑÒ ÍÀÍÅÏ�ÅÊÚÑÍÀÒÀ ÑËÓ×ÀÉÍÀ ÂÅËÈ×ÈÍÀ1. Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.�åäúò íà ðàçïðåäåëåíèå è ñúîòâåòñòâàùèÿò ìó ïîëèãîí íà ðàçïðåäå-ëåíèå ñà ïðèñúùè ñàìî çà äèñêðåòíè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Êàòî íàé-îáùà�îðìà íà çàêîíà çà ðàçïðåäåëåíèå, ïðèñúùà çà è çà äèñêðåòíè è çà íåï-ðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, ñå ÿâÿâà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå.Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) íà ñëó÷àéíàòà âå-ëè÷èíà X ùå íàðè÷àìå âåðîÿòíîñòòà çà òîâà, òÿ äà ïðèåìà ñòîéíîñòèïî-ìàëêè îò çàäàäåíî x:
F (x) = P{X < x} .�åîìåòðè÷íî, �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå îçíà÷àâà, êàêâà å âåðî-ÿòíîñòòà X äà ïðèåìà ñòîéíîñòè íàëÿâî îò çàäàäåíàòà òî÷êà x âúðõóàáñöèñíàòà îñ. Îò ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ çà �óíêöèÿòà íà ðàç-ïðåäåëåíèå ëåñíî ñå èçâåæäàò ñëåäâàùèòå ñâîéñòâà.Òåîðåìà 7.1. Àêî F (x) å �óíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå çà ñëó÷àéíàòàâåëè÷èíà X, òî:1) F (x) å íåíàìàëÿâàùà �óíêöèÿ, ò.å. F (x1) ≤ F (x2) ïðè x1 < x2;2) 0 ≤ F (x) ≤ 1;3) lim

x→−∞
F (x) = 0;4) lim

x→+∞
F (x) = 1.Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ùå äîêàæåì ñàìî 1) è 2) îñòàíàëèòå ñâîéñòâàñà ñëåäñòâèå îò òÿõ.1) Çà ïðîèçâîëíè x1 < x2 êàòî èçïîëçâàìå òåîðåìàòà çà ñúáèðàíå íàâåðîÿòíîñòè èìàìå:

F (x2) = P (X < x2) = P (X < x1) + P (x1 ≤ X < x2) =

= F (x1) + P (x1 ≤ X < x2) .29



Îòòóê
F (x2) − F (x1) = P (x1 ≤ X < x2) ≥ 0è ñëåäîâàòåëíî F (x2) ≥ F (x1), ò.å. F (x1) ≤ F (x2).2) Îò ñâîéñòâàòà íà âåðîÿòíîñòòà èìàìå, ÷å çà ñúáèòèåòî X < x åèçïúëíåíî 0 ≤ P (X < x) ≤ 1. Òîãàâà è 0 ≤ F (x) ≤ 1 çà âñÿêî x.Ñâîéñòâàòà 3) è 4) ñëåäâàò îò ïúðâèòå äâå.Ñëåäñòâèå 7.2. Âåðîÿòíîñòòà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X äà ïðèåìåñòîéíîñò îò èíòåðâàëà [a, b) å ðàâíà íà ðàçëèêàòà ìåæäó ñòîéíîñòèòåíà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå â äåñíèÿ è ëåâèÿ êðàé íà èíòåðâàëà

[a, b):
P (a ≤ X < b) = F (b) − F (a) . (7.1)Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà îò ðàâåíñòâîòî

F (x2) − F (x1) = P{x1 ≤ X < x2} ,ïðè x2 = b è x1 = a.Îïðåäåëåíèå. Åäíà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ùå íàðè÷àìå íåïðåêúñ-íàòà, àêî å íåïðåêúñíàòà íåéíàòà �óíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå.Ñëåäñòâèå 7.3. Âåðîÿòíîñòòà åäíà íåïðåêúñíàòàòà ñëó÷àéíà âåëè-÷èíà X äà ïðèåìà êàêâàòî è äà å ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåíà ñòîéíîñò, åðàâíà íà íóëà, ò.å. P (X = a) = 0.Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ïîíåæå ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å íåïðåêúñíà-òà, òî íåéíàòà �óíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) å íåïðåêúñíàòà. Òîãàâàñ ãðàíè÷åí ïðåõîä â (7.1) ïðè b → a ïîëó÷àâàìå
lim
b→a

P (a ≤ X < b) = lim
b→a

(F (b) − F (a)) = 0 .Îò äðóãà ñòðàíà
lim
b→a

P (a ≤ X < b) = P (X = a) .Ñëåäîâàòåëíî P (X = a) = 0.Ñåãà èçïîëçâàéêè, ÷å P (X = a) = 0 è P (X = b) = 0 ïîëó÷àâàìåñëåäíèòå ðàâåíñòâà: 30



Ñëåäñòâèå 7.4.
P (a ≤X < b)= P (a <X≤ b)= P (a ≤X≤ b)= P (a <X < b)= F (b)−F (a) .Ñëåäñòâèå 7.5. Àêî ìíîæåñòâîòî îò âúçìîæíèòå ñòîéíîñòè íà ñëó-÷àéíàòà âåëè÷èíà X å èíòåðâàëà (a, b), òî:

F (x) = 0 ïðè x ≤ a è F (x) = 1 ïðè x ≥ b .Çà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) íà äèñêðåòíà ñëó÷àéíà âåëè-÷èíà X å â ñèëà ðàâåíñòâîòî:
F (x) =

∑

xi<x

P (X = xi) . (7.2)Ïðèìåð 7.1. �åäúò íà ðàçïðåäåëåíèå íà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíà âå-ëè÷èíà X å çàäàäåí ñ òàáëèöàòà:
X 1 2 3 4 5
P 0,2 0,3 0,35 0,1 0,05 .Äà ñå íàìåðè �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíàâåëè÷èíà.Ïî �îðìóëà (7.2) èìàìå:

F (X) = P (X <x) =







































0 ïðè x ≤ 1,

0, 2 ïðè 1 < x ≤ 2,

0, 5 = 0, 2 + 0, 3 ïðè 2 < x ≤ 3,

0, 85 = 0, 2 + 0, 3 + 0, 35 ïðè 3 < x ≤ 4,

0, 95 = 0, 2 + 0, 3 + 0, 35 + 0, 1 ïðè 4 < x ≤ 5,

1 = 0, 2 + 0, 3 + 0, 35 + 0, 1 + 0, 05 ïðè x > 5.�ðà�èêàòà íà òàçè �óíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå å ñòúïàëîâèäíà è íåíà-ìàëÿâàùà �óíêöèÿ ñúñ ñêîê ñ âèñî÷èíà pi â òî÷êèòå îò àáñöèñàòà ñêîîðäèíàòè xi.2. Ïëúòíîñò íà íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.Ùå íàëîæèì ïî-ñèëíè îãðàíè÷åíèÿ çà íåïðåêúñíàòèòå ñëó÷àéíè âå-ëè÷èíè. Èìåííî, çà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) íà íåïðåêúñíàòàñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ùå èñêàìå äà å íå ñàìî íåïðåêúñíàòà, íî è äè�å-ðåíöèðóåìà. 31



Îïðåäåëåíèå. Ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå íà åäíà íåïðåêúñíàòàñëó÷àéíàòà âåëè÷èíàX ùå íàðè÷àìå ïðîèçâîäíàòà f(x) íà íåéíàòà �óí-êöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå F (x), ò.å.
f(x) = F ′(x) .Ïîíÿêîãà �óíêöèÿòà f(x) ñå íàðè÷à äè�åðåíöèàëíà �óíêöèÿ íà ðàç-ïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X. Êðèâàòà y = f(x), èçîáðàçÿâàùàïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå ñå íàðè÷à êðèâà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó-÷àéíàòà âåëè÷èíà X.Ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå f(x) å åäíà îò �îðìèòå íà ðàçïðåäå-ëåíèå, õàðàêòåðíè ñàìî çà íåïðåêúñíàòèòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Ùå îò-áåëåæèì,÷å f(x) dx èìà çà èíòåðâàëà dx ðîëÿòà íà âåðîÿòíîñòèòå ïðèäèñêðåòíèòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.Â ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè ñà �îðìóëèðàíè íÿêîè îñíîâíè ñâîéñòâàíà ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà íåïðåêúñíàòèòå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.Òåîðåìà 7.6. Ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå f(x) íà íåïðåêúñíàòàñëó÷àéíà âåëè÷èíà X å íåîòðèöàòåëíà �óíêöèÿ, ò.å. f(x) ≥ 0.Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ñúãëàñíî Òåîðåìà 7.1, 1), �óíêöèÿòà F (x) åíåíàìàëÿâàùà. Ñëåäîâàòåëíî F ′(x) ≥ 0. Òúé êàòî f(x) = F ′(x), òî

f(x) ≥ 0.Òåîðåìà 7.7. Âåðîÿòíîñòòà çà òîâà, ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X äà ïðè-åìà ñòîéíîñò â èíòåðâàëà (a, b) å ðàâíà íà îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàë îòïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå f(x) â òîçè èíòåðâàë, ò.å.
P (a < X < b) =

∫ b

a

f(x) dx = F (b) − F (a) . (7.3)Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Íåêà F (x) å �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íàñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X. Ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 7.4 èìàìå
P (a < X < b) = F (b) − F (a) .Îò äðóãà ñòðàíà ïî �îðìóëàòà íà Ëàéáíèö-Íþòîí:

F (b) − F (a) =

∫ b

a

F ′(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx .Îò òåçè ðàâåíñòâà ñëåäâà òâúðäåíèåòî â òåîðåìàòà.32



Ñëåäñòâèå 7.8. Çà ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå f(x) è �óíêöèÿòàíà ðàçïðåäåëåíèå F (x) íà åäíà íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X å âñèëà:
∫ x

−∞
f(t) dt = F (x) .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ïðåñìÿòàìå íåñîáñòâåíèÿ èíòåãðàë è âçèìàìåïðåäâèä ñâîéñòâîòî lim

x→−∞
F (x) = 0 íà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå

F (x):
∫ x

−∞
f(t) dt = lim

a→−∞

∫ x

a

f(t) dt = lim
a→−∞

∫ x

a

F ′(t) dt =

= lim
a→−∞

(F (x) − F (a)) = F (x) − lim
a→−∞

F (a) = F (x) .Ñëåäñòâèå 7.9. Íåñîáñòâåíèÿò èíòåãðàë âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà îòïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå f(x) íà åäíà íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíà âå-ëè÷èíà å ðàâåí íà 1, ò.å.
∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1 . (7.4)Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ïðèëàãàìå Ñëåäñòâèå 7.8 è èçïîëçâàìå ñâîéñ-òâîòî lim

x→∞
F (x) = 1 íà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (x):

∫ ∞

−∞
f(x) dx =

∫ ∞

−∞
f(t) dt = lim

x→∞

∫ x

−∞
f(t) dt = lim

x→∞
F (x) = 1 .�àâåíñòâîòî (7.4) ñå íàðè÷à óñëîâèå çà íîðìèðîâêà íà ïëúòíîñòòà íàðàçïðåäåëåíèå.Ïðèìåð 7.2. Äàäåíà å �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà íåïðåêúñ-íàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X:

F (x) =











0, ïðè x ≤ 0,

ax2, ïðè 0 < x < 1,

1, ïðè x ≥ 1,êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð.Äà ñå íàìåðè: à) ïàðàìåòúðà a; á) ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå;â) âåðîÿòíîñòòà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X äà ïðèåìà ñòîéíîñò ìåæäó 0,25è 0,5. 33



à) Ùîì F (x) å �óíêöèÿ íà ðàçïðåäåëåíèå íà íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíàâåëè÷èíà, òî F (x) òðÿáâà äà å íåïðåêúñíàòà, ò.å. lim
x→1

F (x) = 1. Òîãàâàòðÿáâà lim
x→1

ax2 = 1. Îòòóê a = 1.á) Çà ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå èìàìå f(x) = F ′(x). Ñëåäîâàòåë-íî
f(x) =











0, ïðè x < 0,

2x, ïðè 0 < x < 1,

0, ïðè x > 1.â) Âåðîÿòíîñòòà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X äà ïðèåìà ñòîéíîñò ìåæäó0,25 è 0,5 íàìèðàìå ïî �îðìóëà (7.3):
P (0,25 < X < 0,5) = F (0,5) − F (0,25) = 0,52 − 0,252 = 0,1875 .Ïðèìåð 7.3. Äàäåíà å ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà íåïðåêúñ-íàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X:

f(x) =

{

0, ïðè x ≤ 0,

ae−ax, ïðè x > 0,êúäåòî a å ðåàëåí ïàðàìåòúð.Äà ñå íàìåðè: à) �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå; á) âåðîÿòíîñòòà ñëó-÷àéíàòà âåëè÷èíà X äà ïðèåìà ñòîéíîñò ìåæäó 1 è 2.à) Ïðè x ≤ 0 èìàìå
F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ x

−∞
0 dt = 0 .Ïðè x > 0 èìàìå:

F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt =

∫ x

0

f(t) dt =

∫ x

0

ae−atdt = 1 − e−ax .Òîãàâà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå å:
F (x) =

{

0, ïðè x ≤ 0,

1 − e−ax, ïðè x > 0.á) Çà âåðîÿòíîñòòà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X äà ïðèåìà ñòîéíîñò ìåæ-äó 1 è 2 èìàìå:
P (1 < X < 2) = F (2) − F (1) = (1 − e−2a) − (1 − e−a) = e−a − e−2a .Íàïðèìåð çà a = 1 èìàìå P (1 < X < 2) = e−1 − e−2 ≈ 0, 233.34



�8. ×ÈÑËÎÂÈ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÍÀ ÑËÓ×ÀÉÍÈÂÅËÈ×ÈÍÈÇàêîíúò çà ðàçïðåäåëåíèå äîñòàòú÷íî ïúëíî îïèñâà åäíà ñëó÷àéíàâåëè÷èíà. Â ìíîãî ñëó÷àè òîé íå å èçâåñòåí, íî å äîñòàòú÷íî äà çíàåìîòäåëíè ÷èñëà, êîèòî õàðàêòåðèçèðàò íàé-ñúùåñòâåíèòå îñîáåíîñòè íàðàçïðåäåëåíèåòî. Òàêèâà ñà ÷èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ñëó÷àéíèòåâåëè÷èíè. Ñ òÿõ ùå ñå çàïîçíàåì â íàñòîÿùèÿ ïàðàãðà�.1. Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå.Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå íà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíàâåëè÷èíà X ñå íàðè÷à ñóìàòà íà ïðîèçâåäåíèÿòà íà âñè÷êè âúçìîæíèñòîéíîñòè íà X ïî âåðîÿòíîñòèòå íà òåçè ñòîéíîñòè.Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ùå áåëåæèìîáèêíîâåíî ñ M(X). Íÿêîè äðóãè èçïîëçâàíè îçíà÷åíèÿ ñà E(X), µ,mX .Òîãàâà
M(X) =

∑

k

xkpk .Çàáåëåæêà. Ñóìàòà ìîæå äà å è êðàéíà, àêî äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíàâåëè÷èíà ïðèåìà êðàåí áðîé n ñòîéíîñòè è òîãàâà k = 1, 2, . . . , n. Âñëó÷àé, ÷å ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ïðèåìà áåçáðîé, íî èçáðîèìî ìíîãîñòîéíîñòè, ñóìàòà å áåçêðàéíà, êàòî k = 1, 2, . . . ,∞.Ïðèìåð 8.1. �àçãëåæäàìå ñèñòåìà îò n ìàòåðèàëíè òî÷êè, ëåæàùèâúðõó ðåàëíàòà ïðàâà ñ êîîðäèíàòè x1, x2, . . . , xn è ìàñè p1, p2, . . . , pn,ñúîòâåòíî, êàòî n
∑

k=1

pk = 1. Òàçè ñèñòåìà å åêâèâàëåíòíà íà åäíà ìàòåðè-àëíà òî÷êà ñ ìàñà 1 è ñ êîîðäèíàòà âúðõó ÷èñëîâàòà îñM(X) =

n
∑

k=1

xkpk.Ïîðàäè èçëîæåíèÿ ãîðå ïðèìåð ÷åñòî ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íàåäíà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ñå íàðè÷à è öåíòúð íà ðàçïðåäåëåíèå íà òàçèñëó÷àéíà âåëè÷èíà.Íåêà èçâúðøâàìå ïîðåäèöà îò îïèòè, ïðè êîèòî èçìåðâàìå åäíà èñúùà âåëè÷èíà è ïîëó÷àâàìå ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè çà íåÿ â ðåçóëòàò íàñëó÷àéíè ãðåøêè ïðè èçìåðâàíåòî. Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ïî-ëó÷åíèòå ñòîéíîñòè, òîãàâà ùå ñ÷èòàìå çà ½èñòèíñêàòà“ ñòîéíîñò íà âå-ëè÷èíàòà. 35



Ïðèìåð 8.2. Ïðîâåæäà ëîòàðèÿ ñ 200 íåãóáåùè áèëåòà. Ïå÷àëáèòåñà: 1 ïå÷àëáà îò 100 ëåâà, 5 ïå÷àëáè îò 20 ëåâà, 10 ïå÷àëáè îò 5 ëåâà è184 ïå÷àëáè îò 2 ëåâà. Äà ñå îïðåäåëè ½ñïðàâåäëèâàòà“ öåíà íà 1 áèëåò.�àçãëåæäàìå ðàçìåðúò íà ïå÷àëáàòà îò åäèí áèëåò êàòî ñëó÷àéíàâåëè÷èíà X, à âåðîÿòíîñòèòå ñ êîèòî ñå ïðèåìàò òåçè ñòîéíîñòè îïðå-äåëÿìå îò óñëîâèåòî. �åäúò íà ðàçïðåäåëåíèå íà ïå÷àëáèòå íà áèëåòèòåå:
X 100 20 5 2
P 0,005 0,0025 0,05 0,92 .½Ñïðàâåäëèâàòà“ öåíà íà åäèí áèëåò îò ëîòàðèÿòà å ðàâíà íà ìàòåìà-òè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X:

M(X) = 100 . 0,005 + 20 . 0,0025 + 5 . 0,05 + 2 . 0,92 = 3,09 .Îïðåäåëåíèå. Ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå íà íåïðåêúñíàòàòà ñëó-÷àéíà âåëè÷èíà X ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå f(x) ñå íàðè÷à íåñîáñ-òâåíèÿò èíòåãðàë
M(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx .Çàáåëåæêà. Â ñëó÷àé, ÷å íåïðåêúñíàòàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ïðè-åìà ñòîéíîñòè ñàìî â èíòåðâàëà [a, b], èìàìå

M(X) =

∫ b

a

xf(x) dx .Ïðèìåð 8.3. Äà ñå ïðåñìåòíå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà íåïðå-êúñíàòàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå
f(x) =

{

0, ïðè x ≤ 0,

e−x, ïðè x > 0.Çà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå èìàìå:
M(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

∫ ∞

0

xe−x dx =
(

x(−e−x)
)∣

∣

∞
x=0

+

∫ ∞

0

e−x dx =

= −e−x
∣

∣

∞
x=0

= −(e−∞ − 1) = 1 .Îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíèòå âå-ëè÷èíè ñà �îðìóëèðàíè â ñëåäâàùàòà òåîðåìà.36



Òåîðåìà 8.1. Íåêà X è Y ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, à C å ñëó÷àéíàâåëè÷èíà, ïðèåìàùà åäèíñòâåíà ñòîéíîñò C. Òîãàâà:1) M(C) = C;2) M(C .X) = C .M(X);3) M(X ± C) = M(X) ± C;4) M(X ± Y ) = M(X) ± M(Y );5) M(X .Y ) = M(X) .M(Y ) ïðè íåçàâèñèìè X è Y .Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Ùå äîêàæåì ñâîéñòâà 1), 2) è 3) çà äèñêðåòíèñëó÷àéíè âåëè÷èíè êàòî èçïîëçâàìå, ÷å ∑

k

pk = 1 è M(X) =
∑

k

xkpk.1) Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà C ïðèåìà åäíà åäèíñòâåíà ñòîéíîñò C è òîñ âåðîÿòíîñò p = 1. Òîãàâà M(C) = C . p = C . 1 = C.2) M(CX) =
∑

k

Cxkpk = C
∑

k

xkpk = C .M(X).3) M(X ± C) =
∑

k

(xk ± C)pk =
∑

k

xkpk ± C
∑

k

pk = M(X) ± C.Äîêàçàòåëñòâàòà çà íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè ñà àíàëîãè÷íè,êàòî èçïîëçâàìå ∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1 è M(X) =

∫ ∞

−∞
xf(x) dx.Ùå ïðîïóñíåì äîêàçàòåëñòâîòî íà îñòàíàëèòå ñâîéñòâà 4) è 5).2. Äèñïåðñèÿ, ìîäà, ìåäèàíà.Ìîäà íà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ùå íàðè÷àìå âñÿêàåäíà îò ñòîéíîñòèòå íà X, êîÿòî ñå ïðèåìà ñ íàé-ãîëÿìà âåðîÿòíîñò.Ìîäà íà íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ùå íàðè÷àìå âñÿêà åä-íà îò ñòîéíîñòèòå íà X, çà êîÿòî ïëúòíîñòòà èìà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò.Ùå áåëåæèì ìîäàòà íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ Mo. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà

X ìîæå äà èìà è ïîâå÷å îò åäíà ìîäà. Â çàâèñèìîñò îò áðîÿ íà ìîäè-òå, ãîâîðèì çà åäíîìîäàëíà (óíèìîäàëíà), äâóìîäàëíà (áèìîäàëíà) èëèèçîáùî çà ïîëèìîäàëíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.Ìåäèàíà íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ùå íàðè÷àìå òî÷êàòà x̄, çà êîÿòîå èçïúëíåíî:
P (X < x̄) = P (X ≥ x̄) =

1

2
⇐⇒ F (x̄) =

1

2
.Ùå îçíà÷àâàìå ìåäèàíàòà íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ Me.37



Ñòîéíîñòòà tp ùå íàðè÷àìå p-êâàíòèë íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X,àêî å èçïúëíåíî:
P (X < tp) = p .Äà çàáåëåæèì, ÷å ìåäèàíàòà ñúâïàäà ñ 1/2-êâàíòèëà íà ñëó÷àéíàòàâåëè÷èíà, ò.å. Me = t1/2. Ìåäèàíàòà íå âèíàãè ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íîè çàòîâà ñå èçïîëçâà ïðåäèìíî ïðè íåïðåêúñíàòè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.Ïðèìåð 8.4. Äà ñå ïðåñìåòíå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå, ìîäàòà èìåäèàíàòà çà äèñêðåòíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X, çàäàäåíà ñ òàáëèöàòà:

X 0 1 2 3 4
P 0,2 0,3 0,25 0,15 0,10 .Çà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå èìàìå:

M(X) = 0 . 0,2 + 1 . 0,3 + 2 . 0,25 + 3 . 0,15 + 4 . 0,10 = 1,65 .Ìîäàòà Mo å ñòîéíîñòòà íà X, êîÿòî ñå ïðèåìà ñ íàé-ãîëÿìà âåðîÿòíîñò,êàòî îò òàáëèöàòà ñå âèæäà, ÷å Mo = 1.Ìåäèàíàòà Me å òàêàâà ñòîéíîñò íà X, çà êîÿòî F (Me) = 0,5. Âñëó÷àÿ èìàìå:
F (2) = P (X < 2) = P (X = 0) + P (X = 1) = 0,2 + 0,3 = 0,5 ,ñëåäîâàòåëíî Me = 2. Òóê îáà÷å, çà âñÿêî x∗ ∈ (1, 2] å èçïúëíåíî óñëî-âèåòî F (x∗) = 0,5, òàêà ÷å ìåäèàíà e âñÿêà ñòîéíîñò x∗ ∈ (1, 2].Ïðèìåð 8.5. Äà ñå ïðåñìåòíå ìîäàòà è ìåäèàíàòà çà äèñêðåòíàòàñëó÷àéíà âåëè÷èíà X, çàäàäåíà ñ òàáëèöàòà:

X 1 2 3 4 5 6
P 0,10 0,25 0,20 0,15 0,25 0,05 .Îò òàáëèöàòà ñå âèæäà, ÷å èìà äâå ñòîéíîñòè íà X, êîèòî ñå ïðèåìàòñ íàé-ãîëÿìà âåðîÿòíîñò 0,25: X = 2 è X = 5. Ñëåäîâàòåëíî ðàçãëåæ-äàíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å áèìîäàëíà ñ ìîäè Mo1 = 2 è Mo2 = 5.Çà íàìèðàíåòî íà ìåäèàíàòà èìàìå:

F (3) = P (X < 3) = P (X = 1) + P (X = 2) = 0,10 + 0,25 = 0,35 < 0,5 ,

F (4) = P (X < 4) = P (X = 1) + P (X = 2) + P (X = 3) =

= 0,10 + 0,25 + 0,20 = 0,55 > 0,5 .Â òîçè ïðèìåð ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà íÿìà ìåäèàíà, íî âúïðåêè òîâà çàìåäèàíà ñå ïðèåìà: 38



1) èëè ñðåäàòà íà èíòåðâàëà [3, 4], ò.å. Me1 =
3 + 4

2
= 3,5,2) èëè ñå ïðàâè ëèíåéíà èíòåðïîëàöèÿ íà äàííèòå

X 3 4
F (x) 0,35 0,55 .Íàìèðàìå ïðàâàòà y =

0,55 − 0,35

4 − 3
(x−3)+0, 35, ìèíàâàùà ïðåç òî÷êèòåñ êîîðäèíàòè (3; 0,35) è (4; 0,55). Çà ìåäèàíà ñå ïðèåìà àáñöèñàòà íàòî÷êàòà îò ïðàâàòà, èìàùà îðäèíàòà 0,5. Ïîëàãàìå y = 0,5 â óðàâíåíèåòîíà ïðàâàòà è íàìèðàìå x = 3 +

0,15

0,20
= 3,75, ò.å. Me2 = 3,75.Ïðèìåð 8.6. Äà ñå îïðåäåëè êîå�èöèåíòà a, ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àê-âàíå, ìîäàòà è ìåäèàíàòà íà íåïðåêúñíàòàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X, ðàç-ïðåäåëåíà ïî ½çàêîíà íà ïðàâîúãúëíèÿ òðèúãúëíèê“ ñ ïëúòíîñò:

f(x) =

{

ax ïðè 0 < x < 2,

0 ïðè x ≤ 0 è 2 ≤ x.Êîå�èöèåíòúò a íàìèðàìå îò óñëîâèåòî, ÷å ëèöåòî íà òðèúãúëíèêàòðÿáâà äà å ðàâíî íà åäèíèöà: S△ =
2 . 2a

2
= 1 è îòòóê a =

1

2
.Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå M(X) íàìèðàìå îò ìåõàíè÷íàòà èíòåð-ïðåòàöèÿ: òî å àáñöèñàòà íà öåíòúðà íà òåæåñòòà çà òðèúãúëíèêà, ò.å.

M(X) =
2

3
· 2 =

4

3
≈ 1, 333 .Ìîäàòà î÷åâèäíî å àáñöèñàòà íà òî÷êàòà, â êîÿòî �óíêöèÿòà f(x)äîñòèãà íàé-ãîëÿìà ñòîéíîñò, ò.å. Mo = 2.Ìåäèàíàòà å àáñöèñàòà íà òî÷êàòà xm, êúäåòî ëèöåòî ñå äåëè íà-ïîëîâèíà îò ïðàâàòà ìèíàâàùà ïðåç òàçè òî÷êà è ïåðïåíäèêóëÿðíà íààáñöèñàòà. Îò óðàâíåíèåòî

xm

2
xm.

1

2
=

x2
m

4
=

1

2
,îòêúäåòî íàìèðàìå xm = Me =

√
2 ≈ 1,414.Äà îçíà÷èì ñ µ ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷è-íà X. �àçãëåæäàìå ðàçëèêàòà ìåæäó ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X è µ. Ïî-ëó÷àâàìå íîâà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, êîÿòî áåëåæèì ñ X −µ. Ñëó÷àéíàòà39



âåëè÷èíà X − µ ùå íàðè÷àìå öåíòðèðàíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà èëè îò-êëîíåíèå. Îò Òåîðåìà 8.1, 3), ïðè C = µ ñëåäâà, ÷å ìàòåìàòè÷åñêîòîî÷àêâàíå íà îòêëîíåíèåòî å íóëà, ò.å.
M(X − µ) = 0 .Îïðåäåëåíèå. Äèñïåðñèÿ D(X) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ùå íà-ðè÷àìå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà êâàäðàòà íà îòêëîíåíèåòî, ò.å.

D(X) = M((X − M(X))2) = M((X − µ)2) .Îò ñâîéñòâàòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå ìîæå äà ñå èçâåäå åäíà�îðìóëà ñ ïðàêòè÷åñêî ïðèëîæåíèå çà ïðåñìÿòàíå íà äèñïåðñèÿòà.Ñëåäñòâèå 8.2. Çà äèñïåðñèÿòà D(X) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X åâ ñèëà
D(X) = M(X2) − (M(X))2 = M(X2) − µ2 .Åòî íÿêîè ñâîéñòâà íà äèñïåðñèÿòà íà åäíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà.Òåîðåìà 8.3. Íåêà X è Y ñà ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, à C å ñëó÷àéíàâåëè÷èíà, ïðèåìàùà åäèíñòâåíà ñòîéíîñò C. Òîãàâà:1) D(C) = 0;2) D(C X) = C2 .D(X);3) D(X ± C) = D(X);4) D(X ± Y ) = D(X) ± D(Y ).Ä î ê à ç à ò å ë ñ ò â î. Èçïîëçâàìå ñâîéñòâàòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àê-âàíå.1) Îò µ = M(C) = C ñëåäâà D(C) = M((C − C)2) = M(0) = 0.2) Èìàìå

D(C X) = M((C X − M(C X))2) = M((C X − C M(X))2) =

= M(C2(X − M(X))2) = C2 M((X − M(X))2) = C2 D(X) .4) Çà D(X + Y ) ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå
D(X + Y ) = M((X + Y )2) − (M(X + Y ))2 =

= M(X2 + 2XY + Y 2) − (M(X) + M(Y ))2 =

= M(X2) + M(Y 2) − (M(X))2 − (M(Y ))2 =

= (M(X2) − (M(X))2) + (M(Y 2) − (M(Y ))2) = D(X) + D(Y ) .40



Ñúâñåì ïî ñúùèÿ íà÷èí D(X − Y ) = D(X) − D(Y ).Ñâîéñòâî 3) ñëåäâà îò ñâîéñòâî 4) è ñâîéñòâî 1).Ïðèìåð 8.7. Äà ñå ïðåñìåòíå äèñïåðñèÿòà íà íåïðåêúñíàòàòà ñëó-÷àéíà âåëè÷èíà X ñ ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèå
f(x) =

{

0, ïðè x ≤ 0,

e−x, ïðè x > 0.Â Ïðèìåð 8.3 íàìåðèõìå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå M(X) = 1 íàòàçè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà. Çà äèñïåðñèÿòà èìàìå:
D(X) = M(X2) − 12 =

∫ ∞

0

x2f(x) dx − 1 =

∫ ∞

0

x2e−x dx − 1 =

=
(

x2(−e−x)
)
∣

∣

∞
x=0

+

∫ ∞

0

e−x dx2 − 1 =

∫ ∞

0

e−x2x dx − 1 =

=

∫ ∞

0

2x d(−e−x) − 1 =
(

2x(−e−x)
)
∣

∣

∞
x=0

+ 2

∫ ∞

0

e−xdx − 1 =

= 2(−e−x)
∣

∣

∞
x=0

− 1 = 2(−e−∞ + 1) − 1 = 2 − 1 = 1 .Òàêà çà ðàçãëåæäàíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà è M(X) = 1 è D(X) = 1.Ùå îòáåëåæèì, ÷å ðàçìåðíîñòòà íà äèñïåðñèÿòà íà ñëó÷àéíàòà âå-ëè÷èíà X å ðàâíà íà ðàçìåðíîñòòà íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X, ïîâ-äèãíàòà íà êâàäðàò. Ïî òàçè ïðè÷èíà å íåîáõîäèìî äà âúâåäåì òàêàâà÷èñëîâà õàðàêòåðèñòèêà çà îòêëîíåíèåòî, êîÿòî äà èìà ðàçìåðíîñòòàíà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X. Òàêàâà ÷èñëîâà õàðàêòåðèñòèêà å ñðåäíîòîêâàäðàòè÷íî îòêëîíåíèå.3. Ñðåäíî-êâàäðàòè÷íî îòêëîíåíèå.Îïðåäåëåíèå. Ñðåäíî-êâàäðàòè÷íî îòêëîíåíèå σ(X) íà ñëó÷àéíà-òà âåëè÷èíà X ùå íàðè÷àìå êîðåí êâàäðàòåí îò íåéíàòà äèñïåðñèÿ:
σ(X) =

√

D(X) .Ïðèìåð 8.8. Àêî ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å çàäàäåíà ñ ðåäà íà ðàç-ïðåäåëåíèå:
X 1 2 4
P 0,2 0,4 0,4 ,41



äà ñå ïðåñìåòíàò ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå, äèñïåðñèÿòà è ñðåäíî-êâàä-ðàòè÷íîòî îòêëîíåíèå íà ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè: à) X; á) Y = 2X + 3;â) Z = 3X − 4.à) Ùå ïðåñìåòíåì ïúðâî ÷èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ñëó÷àéíàòàâåëè÷èíà X. Èìàìå:
µ = M(X) = 1 . 0,2 + 2 . 0,4 + 4 . 0,4 = 2,6 .Òîãàâà ðåäúò íà ðàçïðåäåëåíèå íà êâàäðàòà íà öåíòðèðàíàòà ñëó-÷àéíà âåëè÷èíà (X − µ)2 å:

(X − µ)2 2,56 0,36 1,96
P 0,2 0,4 0,4 .Äèñïåðñèÿòà D(X) ìîæåì äà ïðåñìåòíåì ïî äâà íà÷èíà. Îò îïðåäå-ëåíèåòî:

D(X) = M((X − µ)2) = 2, 56 . 0,2 + 0, 36 . 0,4 + 1,96 . 0,4 = 1,44 .èëè ïî �îðìóëàòà îò Ñëåäñòâèå 8.2:
D(X) = M(X2)−µ2 = (1 . 0,2+4 . 0,4+16 . 0,4)−2,62 = 8,2−6,76 = 1,44 .Òîãàâà ñðåäíî-êâàäðàòè÷íîòî îòêëîíåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Xå σ(X) =

√

D(X) =
√

1,44 = 1,2.á) Çà ïðåñìÿòàíåòî íà ÷èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ñëó÷àéíàòà âå-ëè÷èíà Y = 2X+3 èçïîëçâàìå ñâîéñòâàòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíåè íà äèñïåðñèÿòà:
M(Y ) = M(2X) + M(3) = 2M(X) + 3 = 2 . 2,6 + 3 = 8,2 ,

D(Y ) = D(2X) + D(3) = 22D(X) + 0 = 4 . 1,44 = 5,76 ,

σ(Y ) =
√

D(Y ) =
√

5,76 = 2,4 .â) Çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Z = 3X − 4 àíàëîãè÷íî íàìèðàìå
M(Z) = M(3X) − M(4) = 3M(X) − 4 = 3 . 2,6 − 4 = 3,8 ,

D(Z) = D(3X) − D(4) = 32D(X) + 0 = 9 . 1,44 = 12,96 ,

σ(Z) =
√

D(Z) =
√

12,96 = 3,6 .42



4. Êîâàðèàöèÿ. Êîå�èöèåíò íà êîðåëàöèÿ.Òóê ùå äå�èíèðàìå äâå âåëè÷èíè, íàìèðàùè ïðèëîæåíèå ïðè èç-ñëåäâàíå íà çàâèñèìîñòè ìåæäó äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè.Îïðåäåëåíèå. Êîâàðèàöèÿ Cov(X,Y ) = KX,Y íà ñëó÷àéíèòå âå-ëè÷èíè X è Y ùå íàðè÷àìå:
Cov(X,Y ) = KX,Y = M

(

(X − M(X))(Y − M(Y ))
)

.Ñëåäñòâèå 8.4. Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà íà êîâàðèàöèÿòà:1) KX,Y = KY,X ;2) KX,Y = M(XY ) − M(X)M(Y ).Îïðåäåëåíèå. Êîå�èöèåíò íà êîðåëàöèÿ RX,Y íà ñëó÷àéíèòå âå-ëè÷èíè X è Y ùå íàðè÷àìå:
RX,Y =

KX,Y

D(X)D(Y )
=

Cov(X,Y )

D(X)D(Y )
.Êîå�èöèåíòúò íà êîðåëàöèÿ RX,Y ïîêàçâà ñòåïåíòà íà çàâèñèìîñòìåæäó ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X è Y . Â ñèëà å íåðàâåíñòâîòî:

−1 ≤ RX,Y ≤ 1 .Àêî RX,Y > 0, òî âåëè÷èíèòå X è Y ñà ïðàâèëíî êîðåëèðàíè. Ïðè
RX,Y < 0 âåëè÷èíèòå X è Y ñà îáðàòíî êîðåëèðàíè. Â ñëó÷àé, ÷å
RX,Y = 0, òî âåëè÷èíèòå ñà íåêîðåëèðàíè. Àêî ñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè
X è Y ñà íåçàâèñèìè, òî òå ñà íåêîðåëèðàíè; îáðàòíîòî íå âèíàãè åâÿðíî.5. Ìîìåíòè. Àñèìåòðèÿ è åêñöåñ.Îïðåäåëåíèå. k-òè íà÷àëåí ìîìåíò mk(X) íà ñëó÷àéíàòà âåëè-÷èíà X ùå íàðè÷àìå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà
Xk:

mk(X) = M(Xk) .Îïðåäåëåíèå. k-òè öåíòðàëåí ìîìåíò µk(X) íà ñëó÷àéíàòà âå-ëè÷èíà X ùå íàðè÷àìå ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà k-òàòà ñòåïåí íàöåíòðèðàíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, ò.å. íà (X − M(X))k:
µk(X) = M((X − M(X))k) .43



Çàáåëåæêà. k-òèÿ öåíòðàëåí ìîìåíò µk(X) èìà ðàçìåðíîñòòà íàñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X, ïîâäèãíàòà íà ñòåïåí k.Ùå îòáåëåæèì, ÷å ïðè ñèìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå íà ñòîéíîñòèòå íàñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X îòíîñíî ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå M(X) = µ,íå÷åòíèòå ìîìåíòè µ1, µ3, . . . ñà ðàâíè íà íóëà.Îïðåäåëåíèå. Êîå�èöèåíò íà àñèìåòðèÿ (èëè ïðîñòî àñèìåò-ðèÿ) As(X) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ùå íàðè÷àìå âåëè÷èíàòà:
As(X) =

µ3

σ3
.Ïðè ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè íà As(X), ñòîéíîñòèòå íà X ñà èçìåñ-òåíè â äÿñíî îò ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå M(X), à ïðè îòðèöàòåëíèñòîéíîñòè íà As(X), òå ñà èçìåñòåíè â ëÿâî îò ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àê-âàíå M(X).Äðóãà âàæíà îñîáåíîñò çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å èçäóòîñòòà (çà-îñòðåíîñòòà) èëè çàîáëåíîñòòà íà ãðà�èêàòà íà ïëúòíîñòòà íà ñëó÷àé-íàòà âåëè÷èíà X.Îïðåäåëåíèå. Êîå�èöèåíò íà åêñöåñ (åêñöåñ) Ek(X) íà ñëó÷àéíà-òà âåëè÷èíà X ùå íàðè÷àìå âåëè÷èíàòà:

Ek(X) =
µ4

σ4
− 3.Ïðè ïîëîæèòåëíè ñòîéíîñòè íà Ek(X), ãðà�èêàòà íà ïëúòíîñòòàíà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ïî-èçäóòà (çàîñòðåíà), à ïðè îòðèöàòåëíèñòîéíîñòè å ïî-çàîáëåíà îò ãðà�èêàòà íà ïëúòíîñòòà çà ñòàíäàðòíîòîíîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå.Âåëè÷èíèòå As(X) è Ek(X) ñà áåçðàçìåðíè âåëè÷èíè.�9. ÍßÊÎÈ ÎÑÍÎÂÍÈ ÄÈÑÊ�ÅÒÍÈ �ÀÇÏ�ÅÄÅËÅÍÈß1. �àâíîìåðíî äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå.Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ðàâíîìåðíî äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå,àêî n íà áðîé ñòîéíîñòè x1, x2, . . . , xn ñ ðàâíà âåðîÿòíîñò 1

n
, ò.å.

P (X = xk) = pk =
1

n
, k = 1, 2, . . . , n .44



Ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà X ñúâïàäà ñúñ ñðåäíîòî àðèòìåòè÷íî íàñòîéíîñòèòå íà òàçè ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà:
M(X) =

n
∑

k=1

xk
1

n
=

x1 + x2 + · · · + xn

n
.2. Áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå.�àçãëåæäàìå ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X, ïðèåìàùà ñòîéíîñòè ðàâíè íàáðîÿ íà îïèòèòå, â êîèòî ñå ñëó÷âà ñúáèòèåòî A â ñåðèÿ îò n ïîâòàðÿùèñå íåçàâèñèìè îïèòà. Òàêà X ïðèåìà ñòîéíîñòè xk = k, k = 0, 1, . . . , n.Íåêà âåðîÿòíîñòòà äà ñå ñëó÷è A ïðè âñåêè îïèò e åäíàêâà P (A) = pè q = P (Ā) = 1 − p. Òîãàâà âåðîÿòíîñòèòå íà ñòîéíîñòèòå íà X ñåîïðåäåëÿò ïî �îðìóëàòà íà Áåðíóëè:

P (X = xk) = P (X = k) = Ck
npkqn−k =

(

n

k

)

pkqn−k . (9.1)Îïèñàíàòà ñõåìà îò îïèòè ñå íàðè÷à ñõåìà íà Áåðíóëè.Åäíà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà èìà áèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå Bi(n, p), àêîñòîéíîñòèòå è âåðîÿòíîñòèòå, ñ êîèòî ñå ïðèåìàò òåçè ñòîéíîñòè ñà
xk = k , pk =

(

n

k

)

pkqn−k , k = 0, 1, 2, . . . , n ,êúäåòî 0 ≤ p ≤ 1 è q = 1 − p.Ùå äîêàæåì, ÷å ÷èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñáèíîìíî ðàçïðåäåëåíèå Bi(n, p) èìàìå:
M(X) = np , D(X) = npq , σ(X) =

√
npq .Íåêà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Xi èìà ñòîéíîñòè � áðîÿò íà ñëó÷âàíåòîíà ñúáèòèåòî A â i-òèÿ îïèò. Òÿ èìà ñëåäíèÿ ðåä íà ðàçïðåäåëåíèå:

Xi 0 1
pi q pè ñëåäîâàòåëíî M(xi) = 0 . q+1 . p = p. Òîãàâà îò X = X1 +X2 + · · ·+Xnïîëó÷àâàìå

M(X) = M(X1 +X2 + · · ·+Xn) = M(X1)+M(X2)+ · · ·+M(Xn) = np .Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X2
i èìà ðåä íà ðàçïðåäåëåíèå, çàäàäåí ÷ðåçòàáëèöàòà: 45



X2
i 02 12

pi q p ,à ñúùî òàêà ìàòåìàòè÷åñêî î÷àêâàíå M(X2
i ) = 0 . q + 1 . p = p è äèñ-ïåðñèÿ D(Xi) = M(X2

i ) − (M(Xi))
2 = p − p2 = p(1 − p) = pq. Ïîíåæåñëó÷àéíèòå âåëè÷èíè X1,X2, . . . ,Xn ñà íåçàâèñèìè, òî:

D(X) = D(X1) + D(X2) + · · · + D(Xn) = npq .Çà ñðåäíî-êâàäðàòè÷íîòî îòêëîíåíèå èìàìå: σ =
√

npq.Áèíîìíîòî ðàçïðåäåëåíèå èìà øèðîêî ïðèëîæåíèå âúâ âåðîÿòíîñ-òèòå, ñòàòèñòèêàòà è ïðàêòèêàòà. Äðóãè äèñêðåòíè ðàçïðåäåëåíèÿ ñàíåãîâî ñëåäñòâèå èëè îáîáùåíèå. Òî ñå èçïîëçâà è ïðè �ðàíè÷íèòå òå-îðåìè çà âåðîÿòíîñòèòå è çà íàáëþäàâàíèòå ñúáèòèÿ è ÿâëåíèÿ.3. �åîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå.Ïðè óñëîâèÿòà íà ñõåìàòà íà Áåðíóëè, ñå èíòåðåñóâàìå îò áðîÿ íàíåáëàãîïðèÿòíèòå çà ñúáèòèåòî A îïèòè, äî ïðîâåæäàíåòî íà ïúðâèÿáëàãîïðèÿòåí îïèò. Èìåííî, ðàçãëåæäàìå ñåðèÿ îò ïîâòàðÿùè ñå íåçà-âèñèìè îïèòè, êàòî âåðîÿòíîñòòà äà ñå ñëó÷è A ïðè âñåêè îïèò e åäíàêâà
P (A) = p è q = P (Ā) = 1 − p. Òîãàâà âåðîÿòíîñòòà ñúáèòèåòî A äà ñåñáúäíå çà ïðúâ ïúò ïðè (k + 1)-èÿ îïèò å ðàâíà íà pk = pqk.Åäíà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà ãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå Ge(p),àêî íåéíèòå ñòîéíîñòè è âåðîÿòíîñòèòå, ñ êîèòî ñå ïðèåìàò òåçè ñòîé-íîñòè ñà

xk = k , pk = pqk , k = 0, 1, 2, . . . , n, . . . ,êúäåòî 0 ≤ p ≤ 1 è q = 1 − p.Çà ÷èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ ãåîìåòðè÷íîðàçïðåäåëåíèå Ge(p) èìàìå:
M(X) =

q

p
, D(X) =

q

p2
, σ(X) =

√
q

p
.Ùå äîêàæåì ñàìî ðàâåíñòâîòî çà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå. Ïîëó-÷àâàìå:

M(X) =

∞
∑

k=0

kpqk =

∞
∑

k=1

kpqk = pq

∞
∑

k=0

kqk−1 .Òúé êàòî 0 ≤ p ≤ 1 è p + q = 1, òî ïîñëåäíàòà ñóìà å ïðîèçâîäíà ïî qíà ñóìà íà íàìàëÿâàùà ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñèÿ è îò íåéíèòå ñâîéñòâà46



èìàìå:
∞
∑

k=0

qk =
1

1 − q
= (1 − q)−1 = g(q), g′(q) = (1 − q)−2 = p−2 =

1

p2
.Òàêà îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå:

M(X) =

∞
∑

k=0

kpqk = pq.g′(q) = pqp−2 =
pq

p2
=

q

p
.4. Õèïåðãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå.Íåêà â ñúâêóïíîñò îò îáùî N ïðåäìåòà, M îò òÿõ ïðèòåæàâàò îïðå-äåëåíî êà÷åñòâî A. Àêî èçáèðàìå ïî ñëó÷àåí íà÷èí n ïðåäìåòà, êàêâàå âåðîÿòíîñòòà m îò òÿõ äà ñà ñ êà÷åñòâîòî A? Óñëîâèÿòà M < N è

0 ≤ m ≤ min {n,M} ñà åñòåñòâåíè.Åäíà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà õèïåðãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå
H(n,m,M), àêî íåéíèòå âúçìîæíè ñòîéíîñòè ñàm = 0, 1, . . . ,min {n,M},à ñúîòâåòñòâàùèòå èì âåðîÿòíîñòè ñå èçðàçÿâàò ñ �îðìóëàòà:

P (X = m) = pm =

(

M
m

)(

N−M
n−m

)

(

N
n

) =
Cm

M Cn−m
N−M

Cn
N

.Çà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà X ñ õèïåðãåîìåòðè÷íî ðàçïðåäåëåíèå H(n,m,M)èìàìå:
M(X) =

nM

N
, D(X) =

nM(N − M)

N2
+ n(n− 1)

[M(M − 1)

N(N − 1)
− M2

N2

]

.Õèïåðãåîìåòðè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå íàìèðà øèðîêî ïðèëîæåíèå çàîöåíÿâàíå êà÷åñòâîòî íà ïðîäóêöèÿòà, êàêòî è ïðè ðåäèöà ñëó÷àè, êî-ãàòî ïðåäìåòèòå â äàäåíà ñúâêóïíîñò ìîãàò äà ñå ðàçäåëÿò íà äâå ãðóïèñïîðåä íÿêàêúâ ïðèçíàê.5. Ïîàñîíîâî ðàçïðåäåëåíèå.Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà Ïîàñîíîâî ðàçïðåäåëåíèå Po(a), àêîíåéíèòå âúçìîæíè ñòîéíîñòè ñà 0, 1, 2, . . . , n, . . . (òå ñà áåçêðàåí, íî èç-áðîèì áðîé), à ñúîòâåòñòâàùèòå èì âåðîÿòíîñòè ñå èçðàçÿâàò ñ �îðìó-ëàòà:
P (X = n) = pn =

an

n!
e−a , n = 0, 1, 2, . . . ,47



êúäåòî a > 0 å ïàðàìåòúð.Ïîðàäè ea =

∞
∑

n=0

an

n!
óñëîâèåòî ∞

∑

n=0

pn = 1 e èçïúëíåíî.Çà ÷èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà ñ Ïîàñîíîâî ðàç-ïðåäåëåíèå Po(a) èìàìå:
M(X) = a , D(X) = a , σ(X) =

√
a .Ïîàñîíîâîòî ðàçïðåäåëåíèå ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ãðàíè÷åíñëó÷àé íà áèíîìíîòî ðàçïðåäåëåíèå ïðè n → ∞ è p → 0. Ïî-òî÷íî,ïðè

lim
n→∞,p→0

np = aìîæåì äà ñìÿòàìå, ÷å
lim

n→∞,p→0
Bi(n, p) = Po(a) .Ïîàñîíîâîòî ðàçïðåäåëåíèå èìà øèðîêî ïðèëîæåíèå â ðåäèöà ïðàê-òè÷åñêè çàäà÷è, ïðè ðàçãëåæäàíå ïðîñòè ñëó÷àéíè ïîòîöè è äð.ßñíî å, ÷å Ïîàñîíîâîòî ðàçïðåäåëåíèå ñå èçïîëçâà ïðè èçñëåäâàíåíà îïèòè ñúñ ñúáèòèÿ, çà êîèòî âåðîÿòíîñòòà p å ìíîãî ìàëêà. Íàïðèìåðïðè ðàçðåäåíè ðàçòâîðè, êàòî èçìåðèòåë çà áðîÿ íà ïîçâúíÿâàíèÿòà çàåäèíèöà âðåìå, çà áðîÿ íà ïðèñòèãàùèòå êîëè íà äàäåíî êðúñòîâèùåèëè êóïóâà÷è íà îïàøêà è äð.�10. ÍßÊÎÈ ÎÑÍÎÂÍÈ ÍÅÏ�ÅÊÚÑÍÀÒÈ�ÀÇÏ�ÅÄÅËÅÍÈß1. �àâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå.Åäíà íåïðåêúñíàòà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëå-íà U [a, b] â èíòåðâàëà [a, b], àêî ïëúòíîñòòà �è f(x) å ïîñòîÿííà â òîçè èí-òåðâàë è íóëà èçâúí íåãî. Îò ñâîéñòâîòî íà ïëúòíîñòòà ∫ ∞

−∞
f(x) dx = 1íàìèðàìå êîíñòàíòíàòà ñòîéíîñò íà f(x) â [a, b]. Òîãàâà

f(x) =















0, ïðè x < a,
1

b − a
, ïðè 0 ≤ x ≤ b,

0, ïðè x > b.48



a

1
f x( )

b

b a-

x

y

Ôèãóðà 10.1Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) íà ñëó-÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå U [a, b] è îò ñâîéñòâîòî
F ′(x) = f(x) íàìèðàìå

F (x) =















0, ïðè x < a,
x − a

b − a
, ïðè 0 ≤ x ≤ b,

1, ïðè x > b.

a

F x( )

b x

y

1

Ôèãóðà 10.2Ëåñíî ñå ïðåñìÿòàò ÷èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ñëó÷àéíàòà âåëè-÷èíà X ñ ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå U [a, b]:
M(X) =

a + b

2
, D(X) =

(b − a)2

12
, σ(X) =

b − a

2
√

3
.Ùå îòáåëåæèì îùå åäíî ñâîéñòâî. Âåðîÿòíîñòòà, ñëó÷àéíàòà âåëè-÷èíà X ñ ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå U [a, b] äà ïðèåìà ñòîéíîñòè â èí-49



òåðâàëà (x1, x2) å:
P (x1 < X < x2) =

x2 − x1

b − a
.2. Eêñïîíåíöèàëíî (ïîêàçàòåëíî) ðàçïðåäåëåíèå.Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X èìà åêñïîíåíöèàëíî (ïîêàçàòåëíî) ðàçïðå-äåëåíèå Exp(a), êúäåòî a > 0 å ïàðàìåòúð, àêî íåéíàòà ïëúòíîñò íàðàçïðåäåëåíèå å:

f(x) =

{

0, ïðè x ≤ 0,

ae−ax, ïðè x > 0.Îò íåïðåêúñíàòîñòòà íà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) íà ñëó-÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ åêñïîíåíöèàëíî ðàçïðåäåëåíèå Exp(a) è îò ñâîéñ-òâîòî F ′(x) = f(x) íàìèðàìå
F (x) =

{

0, ïðè x ≤ 0,

1 − e−ax, ïðè x > 0.Çà ÷èñëîâèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ åêñïîíåíöè-àëíî ðàçïðåäåëåíèå Exp(a) èìàìå
M(X) =

1

a
, D(X) =

1

a2
, σ(X) =

1

a
.3. Íîðìàëíî (�àóñîâî) ðàçïðåäåëåíèå.Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíàX å ñ íîðìàëíî (�àóñîâî) ðàçïðåäåëåíèåN(a, b),êúäåòî a è b > 0 ñà ïàðàìåòðè, àêî èìà ïëúòíîñò íà ðàçïðåäåëåíèåòî:

f(x) =
1√
2π b

e−(x−a)2/(2b2) .�ðà�èêàòà íà ïëúòíîñòòà íà íîðìàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå èìà ñèìåò-ðè÷åí è êàìáàíîâèäåí âèä. Ìàêñèìàëíàòà é ñòîéíîñò ñå äîñòèãà â òî÷-êàòà x = a è fmax = f(a) = 1√
2π b

.Èçïîëçâàéêè èíòåãðàëà íà Ïîàñîí
∫ ∞

−∞
e−t2dt =

√
π50



a a b+ a b+2 a b+3a b-a b-2a b-3

Графика на нормалната крива

f x( )

Ôèãóðà 10.3ëåñíî ñå ïðåñìÿòàò ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå è äèñïåðñèÿòà íà ñëó÷àé-íàòà âåëè÷èíà X ñ íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå N(a, b):
M(X) = a , D(X) = b2 , σ(X) = b .Â ÷àñòíîñò, çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå

N(0, 1) ñå êàçâà, ÷å èìà ñòàíäàðòíî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå. Â òîçèñëó÷àé: M(X) = 0, D(X) = 1 è σ(X) = 1.Äà îòáåëåæèì, ÷å àêî ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å ñ íîðìàëíî ðàçïðå-äåëåíèå N(a, b) è ïîëîæèì Y =
X − a

b
, òî ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y å ñúññòàíäàðòíî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå N(0, 1).Ùå äàäåì åäíî ïðåäñòàâÿíå íà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F̄ (x)íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y ñúñ ñòàíäàðòíî íîðìàëíî ÷ðåç �óíêöèÿòàíà Ëàïëàñ

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

0

e−t2/2 dt .Çà �óíêöèÿòà íà Ëàïëàñ èìàìå:
Φ(0) = 0 , Φ(−x) = −Φ(x) , lim

x→−∞
Φ(x) = −0,5 , lim

x→∞
Φ(x) = 0,5 .Âðúçêàòà ìåæäó �óíêöèÿòà F̄ (x) è �óíêöèÿòà íà Ëàïëàñ ñå äàâàñúñ ñëåäâàùàòà òåîðåìà.Òåîðåìà 10.1. Çà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F̄ (x) íà ñëó÷àéíàòàâåëè÷èíà Y ñúñ ñòàíäàðòíî íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå N(0, 1) ñà â ñèëà:

F̄ (x) =
1

2
+ Φ(x) ,

P (α < Y < β) = F̄ (β) − F̄ (α) = Φ(β) − Φ(α) .51



Ñëåäñòâèå 10.2. Çà �óíêöèÿòà íà ðàçïðåäåëåíèå F (x) íà ñëó÷àé-íàòà âåëè÷èíà X ñ íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå N(a, b) ñà â ñèëà:
F (x) =

1

2
+ Φ(

x − a

b
) ,

P (α < X < β) = Φ(
β − a

b
) − Φ(

α − a

b
) . (10.1)Ñëåäñòâèå 10.3. Çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ íîðìàëíî ðàçïðåäå-ëåíèå N(a, b) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî:

P (a − ℓ b < X < a + ℓ b) = P (|X − a| < ℓ b) = 2Φ(ℓ) . (10.2)Íîðìàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå å íàé-÷åñòî èçïîëçâàíîòî ðàçïðåäåëåíèå.Òî å â îñíîâàòà íà öåíòðàëíàòà ãðàíè÷íà òåîðåìà è èìà øèðîêî ïðèëî-æåíèå â ñòàòèñòèêàòà. Îáèêíîâåíî òî ñå èçïîëçâà ñ ïîìîùòà íà òàáëèöèçà ñòîéíîñòèòå íà �óíêöèÿòà íà Ëàïëàñ Φ(x) èëè �óíêöèÿòà íà ðàçï-ðåäåëåíèå F̄ (x) è ñå ïðèëàãà íÿêîÿ îò �îðìóëèòå (10.1) èëè (10.2).Ïðèâåäåíèÿò ïî-äîëó ïðèìåð å ñ ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ℓ, êîèòî ñàïî-÷åñòî èçïîëçâàíè â ñòàòèñòèêàòà.Ïðèìåð 10.1. Äà ïðåñìåòíåì âåðîÿòíîñòèòå ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà
X ñ íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå N(a, b) äà ñå íàìèðà â íÿêîè ñèìåòðè÷íèíà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå M(X) = a èíòåðâàëè, ñ äúëæèíà ïðîïîð-öèîíàëíà íà ñðåäíî-êâàäðàòè÷íîòî îòêëîíåíèå σ(X) = b:

P (a − b < X < a + b) = P (|X − a| < b) ≈ 0,683 ,

P (a − 2b < X < a + 2b) = P (|X − a| < 2b) ≈ 0,955 ,

P (a − 3b < X < a + 3b) = P (|X − a| < b) ≈ 0,997 ,

P (a − 1,645 b < X < a + 1,645 b) = P (|X − a| < 1,645 b) ≈ 0,90 ,

P (a − 1,96 b < X < a + 1,96 b) = P (|X − a| < 1,96 b) ≈ 0,95 ,

P (a − 2,58 b < X < a + 2,58 b) = P (|X − a| < 2,58 b) ≈ 0,99 .�åîìåòðè÷íî ðåçóëòàòèòå îò ïðèìåðà ïîêàçâàò êàêâà ÷àñò îò ïëîù-òà íà íåîãðàíè÷åíàòà �èãóðà ìåæäó ãðà�èêàòà íà ïëúòíîñòòà f(x) èàáñöèñíàòà îñ, ñå íàìèðà â èâèöàòà {(x, y) : a − ℓ b ≤ x ≤ a + ℓ b}.
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�11. Ä�Ó�È ×ÅÑÒÎ ÈÇÏÎËÇÂÀÍÈ Â ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀÒÀ�ÀÇÏ�ÅÄÅËÅÍÈß1. χ2 ðàçïðåäåëåíèå.Íåêà ñà äàäåíè n íà áðîé ñëó÷àéíè âåëè÷èíè X1,X2, . . . ,Xn ñ íîð-ìàëíî ðàçïðåäåëåíèå N(µ, σ). Ñóìàòà X íà ñòàíäàðòèçèðàíèòå èì âå-ëè÷èíè (Xi − µ

σ

)2

X =

n
∑

i=1

(Xi − µ

σ

)2ñå íàðè÷à ñëó÷àéíà âåëè÷èíà χ2 (õè-êâàäðàò) ñ n ñòåïåíè íà ñâîáî-äà, à ðàçïðåäåëåíèåòî íà òàçè ñëó÷àéíà âåëè÷èíà å èçâåñòíî êàòî χ2-ðàçïðåäåëåíèå. Îòáåëÿçâàìå ãî ñ χ2(n).Ïëúòíîñòòà íà ðàçïðåäåëåíèå íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X ñ χ2-ðàç-ïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíè íà ñâîáîäà èìà âèäà:
f(x) =















0, ïðè x ≤ 0,

e−x/2 x(n−2)/2

2n/2 Γ(
n

2
)

, ïðè x > 0,à çà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå, äèñïåðñèÿòà è ñðåäíî-êâàäðàòè÷íîòîîòêëîíåíèå èìàìå:
M(X) = n , D(X) = 2n , σ(X) =

√
2n .Ìîäàòà íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà X å â òî÷êàòà Mo = n − 2. Ñ íàðàñò-âàíåòî íà n, χ2-ðàçïðåäåëåíèåòî êëîíè êúì íîðìàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå

N(n,
√

2n).
n = 8

n = 4

n = 3

ч
е
с
т
о
т
а

о
т
н

о
с
и

т
е
л
н

а
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�îëÿìà å ðîëÿòà íà χ2-ðàçïðåäåëåíèåòî â ñòàòèñòèêàòà. Òî íàìèðàïðèëîæåíèå â ñòàòèñòè÷åñêèòå èçâîäè: ïðè èçñëåäâàíå ñúâïàäåíèå íàåìïèðè÷íè ñ òåîðåòè÷íè ðàçïðåäåëåíèÿ, ïðè ïðîâåðêà íà ñòàòèñòè÷åñ-êè õèïîòåçè çà âðúçêà ìåæäó ïàðàìåòðè. Çà ïðàêòè÷åñêè öåëè ñå èç-ïîëçâàò òàáëèöè ñ òåîðåòè÷íèòå ñòîéíîñòè íà χ2-ðàçïðåäåëåíèåòî ïðèîïðåäåëåíè ñòåïåíè íà ñâîáîäà è ñúîòâåòíè âåðîÿòíîñòè.2. t-ðàçïðåäåëåíèå íà Ñòþäúíò-Ôèøåð.Ùå äàäåì íàé-íàïðåä ñòàòèñòè÷åñêîòî îïðåäåëåíèå. Íåêà X å ñëó-÷àéíà âåëè÷èíà ñ íîðìàëíî ðàçïðåäåëåíèå N(µ, σ), êúäåòî ìàòåìàòè-÷åñêîòî î÷àêâàíå µ è ñðåäíî-êâàäðàòè÷íîòî îòêëîíåíèå σ ñà ïðåäâàðè-òåëíî íåèçâåñòíè. Ïðàâèì íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè èçâàäêè (x1, x2, . . . , xn)ñ îáåì n îò ãåíåðàëíàòà ñúâêóïíîñò îò ñòîéíîñòèòå íà X è îçíà÷àâàìåñ T ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà ïðèåìàùà ñòîéíîñòè
t =

x̄ − µ

sx̄
,êúäåòî

x̄ =
1

n

n
∑

i=1

xi , sx̄ =

√

√

√

√

1

n(n − 1)

n
∑

i=1

(xi − x̄)2 .�àçïðåäåëåíèåòî íà òàêà äå�èíèðàíàòà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà T ñå íàðè÷à
t-ðàçïðåäåëåíèå (ðàçïðåäåëåíèå íà Ñòþäúíò-Ôèøåð) ñ ℓ = n− 1 ñòåïå-íè íà ñâîáîäà. Áåëåæè ñå ñ t(n − 1) = t(ℓ).

0 1 2 3-1-2-3

нормално

t- 5 20разпределение с различни степени на свобода ( и )

t20

t5Ôèãóðà 11.2Èçïîëçâàéêè äå�èíèðàíèòå âå÷å ðàçïðåäåëåíèÿ ìîæåì ïî äðóã íà-÷èí äà äå�èíèðàìå t-ðàçïðåäåëåíèåòî. À èìåííî, ðàçïðåäåëåíèåòî íà54



ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà T ñå íàðè÷à t-ðàçïðåäåëåíèå (ðàçïðåäåëåíèå íàÑòþäúíò-Ôèøåð) ñ n ñòåïåíè íà ñâîáîäà t(n), àêî
T =

X
√

Y 2/n
,êúäåòî X è Y ñà íåçàâèñèìè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, òàêèâà ÷å X ∈ N(0, 1)è Y ∈ χ2(n).Òîâà ðàçïðåäåëåíèå èìà ïî-ãîëÿìî ïðèëîæåíèå â ñëó÷àèòå, êîãàòî

n ≤ 30; ïðè n > 30 òî ïðàêòè÷åñêè ñúâïàäà ñ íîðìàëíîòî ðàçïðåäåëå-íèå. Òîâà å èëþñòðèðàíî íà �èã. 11.2Ïëúòíîñòòà φ(x) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà T ñ t-ðàçïðåäåëåíèå ñå çà-äàâà ñ �îðìóëàòà:
φ(x) =

(ℓ + 1

2

)

!

√
πℓ

( ℓ

2

)

!
(

1 +
x2

ℓ

)(ℓ+1)/2
.Çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà T , êîÿòî èìà t-ðàçïðåäåëåíèå è ℓ = n − 1ñòåïåíè íà ñâîáîäà èìàìå:

M(X) = 0 , D(X) =
n

n − 2
, σ(X) =

√

n

n − 2
.Øèðîêî ïðèëîæåíèå t-ðàçïðåäåëåíèåòî íàìèðà ïðè ñòàòèñòè÷åñêàïðîâåðêà íà õèïîòåçè: çà ðàçëèêà ìåæäó ñðåäíè âåëè÷èíè, çà çíà÷è-ìîñò íà êîðåëàöèîííè è ðåãðåñèîííè êîå�èöèåíòè ïðè ðàçëè÷íè ìîäåëèè ïðè îöåíÿâàíå íà ïàðàìåòðè íà ãåíåðàëíàòà ñúâêóïíîñò îò ðåïðåçåí-òàòèâíè èçâàäêè è äð. Â ïðàêòèêàòà ñå ðàáîòè ñ ãîòîâè òàáëèöè.3. F -ðàçïðåäåëåíèå íà Ôèøåð.ÍåêàX1 èX2 ñà äâå ñëó÷àéíè âåëè÷èíè, êàòîX1 å ñ χ2-ðàçïðåäåëåíèåñ n1 ñòåïåíè íà ñâîáîäà, à X2 å ñ χ2-ðàçïðåäåëåíèå ñ n2 ñòåïåíè íà ñâî-áîäà. Ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y èìà F -ðàçïðåäåëåíèå (ðàçïðåäåëåíèå íàÔèøåð) ñ n1 è n2 ñòåïåíè íà ñâîáîäà F (n1, n2), àêî:

Y =
X1/n1

X2/n2
.
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Çà ïëúòíîñòòà f(x) íà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y , êîÿòî èìà Fn1,n2
-ðàçïðåäåëåíèå å â ñèëà:

f(x) =



















0, ïðè x ≤ 0,

Γ(
n1 + n2

2
)

Γ(
n1

2
)Γ(

n2

2
)

(n1

n2

)n1/2 xn1/2−1

(

1 +
n1

n2

)(n1+n2)/2
, ïðè x > 0.Òåîðåìà 11.1. Çà ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y , êîÿòî èìà F -ðàçïðåäåëåíèå

F (n1, n2) ñà â ñèëà ñâîéñòâàòà:1) M(X) =
n2

n2 − 2
ïðè n2 > 2;2) F -ðàçïðåäåëåíèåòî å åäíîìîäàëíî è èìà ìåäèàíà Me ≤ 1;3) F -ðàçïðåäåëåíèåòî å àñèìåòðè÷íî è ñëó÷àéíàòà âåëè÷èíà Y ïðè-åìà ñàìî íåîòðèöàòåëíè ñòîéíîñòè;4) F -ðàçïðåäåëåíèåòî çàâèñè è îò äâàòà ïàðàìåòúðà n1, n2. Àêî åä-íîâðåìåííî n1, n2 → ∞, òî F -ðàçïðåäåëåíèåòî êëîíè êúì íîðìàëíîòîðàçïðåäåëåíèå. Àêî ñàìî n2 → ∞, òî F -ðàçïðåäåëåíèåòî êëîíè êúì χ2ðàçïðåäåëåíèå ñ n1 ñòåïåíè íà ñâîáîäà.

F -ðàçïðåäåëåíèåòî å â îñíîâàòà íà äèñïåðñèîííèÿ àíàëèç ïðè ïðî-âåðêà íà õèïîòåçè çà ðàçëèêà íà äâå äèñïåðñèè, ïîðîäåíà îò ðàçëè÷íè�àêòîðíè è ñëó÷àéíè âëèÿíèÿ. Îñâåí òîâà ñå èçïîëçâà è çà îöåíêà íàçíà÷èìîñòòà íà êîå�èöèåíòà íà ìíîæåñòâåíà êîðåëàöèÿ. Çà ïðàêòè÷åñ-êà ðàáîòà ñ F -ðàçïðåäåëåíèåòî ñà ðàçðàáîòåíè òàáëèöè ïðè ðàçëè÷íèñòåïåíè íà ñâîáîäà.
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